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f بر بازه ]1,2[ با افراز منظم P مستطیل  (x)
x

= 1 �  مثال : مجموع های پایین و بالا را برای تابع 
از 5 نقطه و 4 بازه جزءِ محاسبه کنید.

x و  =2
3
2

و  x =1
5
4

حل : چنین افرازی می بایست مشتمل بر نقاط به طول های x0=1 و 
x و x4=2 بوده باشد. )چرا؟( =3

7
4

 و 
ix

1 f بر این بازه نزولی است مینیمم و ماکزیمم آن بر بازه به ترتیب برابر  (x)
x

= 1 چون تابع 
 می باشد. سپس مجموع های پایین و بالا چنین اند:

ix −1

1

L (f ( ) f ( ) f ( ) f ( ))= + + +4
1 5 3 7

2
4 4 2 4

( ) /= + + + = ≈1 4 2 7 1 533
0 6345

4 5 3 4 2 840

U (f ( ) f ( ) f ( ) f ( ))= + + +4
1 5 3 7

1
4 4 2 4

( ) /= + + + = ≈1 4 2 4 319
1 0 7595

4 5 3 7 420

 ،n=4 ،n=2 ،n=1 بر بازه ]1,2[ به ازای f)x(=x2 مثال : مجموع های پایین و بالا را برای تابع  �
n=8 محاسبه کنید.

حل : می دانیم تابع f بر ]1,2[ صعود است، پس بر هر بازه جزءِ آن نیز صعودی است. لذا برای 
.ui=xi و li = xi-1 و ]xi-1  , xi[ ام یعنی i ِبازه جزء

وقتی n=1، فقط یک بازه جزءِ وجود دارد و آن هم بازه ]1,2[ است:
L1=)2-1(f)1(=1 و U1=)2-1(f  )2(=4

] خواهیم داشت. پس , )3
2

2
] و  , )3

1
2

برای n=2، دو بازه جزءِ 

L (f ( ) f ( ) ( )) /= + = + =2
1 3 1 9

1 1 1 625
2 2 2 4

U (f ( ) f ( )) ( ) /= + = + =2
1 3 1 9

2 4 3 125
2 2 2 4
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[ , ]5
2

3
[ , ]4 5
3 2

[ , ]4
1

3
برای n=3، سه بازه جزء داریم 

L (f ( ) f ( ) f ( )) ( ) /= + + = + + = =3
1 4 5 1 16 25 50

1 1 1 851
3 3 3 3 9 9 27

U (f ( ) f ( ) f ( ))= + +3
1 4 5

2
3 3 3

( ) /= + + = =1 16 25 77
4 2 651

3 9 9 27

با انتخاب n=4 مشابهاً مقادیر U4=2/718 و L4=1/968 را به دست می آوریم.
بالاخره با انتخاب n=8 مقادیر U8=2/148 و L8=2/534 را به دست می آوریم.

تمرین در کلاس 

در رابطه با تابع مثال L7 ،L6 ،L5 ،L3 ،2 و همچنین U7 ،U6 ،U5 ،U3 را محاسبه کنید.

نکته : مقادیر L1 تا با L8 نشانگر آنند که دنباله Ln{n=1{ دنباله ای صعودی است، در حالی که 
مقادیر U1 تا با U8 نشان می دهند که دنباله Un{n=1{ دنباله ای نزولی است. البته این حدسی بیش نیست، 
امّا می توانید آن را به طریق ملموس و شهودی با استفاده از مستطیل های محاطی و محیطی برای یک 
 Ln+1، Ln نمودار دلخواه از تابعی پیوسته و به تعیین نزدیک نمایید. کافی است دو جمله متوالی مانند

را با هم مقایسه کنید.
پرسش: آیا می توانیم بگوییم که دنباله های Ln، Un به یک عدد همگرا هستند؟

کنید؛  محاسبه   ]0,α[ بازه  بر   f)x(=x2 تابع  برای  را  بالا  و  پایین  مجموع های 
مجموع هایی که متناظر افرازی منظم از این بازه متشکل از n+1 نقطه و n بازه جزءِ بوده 
باشند. بدین سان جملات عمومی دنباله ای }Un{، }Ln{ را محاسبه خواهید کرد. سپس 

nn را به دست آورید. چه نتیجه ای می گیرید؟
lim L
→∞

nn و 
lim U
→∞

یت
عال

ف
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این مثال ها و بررسی ها ما را به صورت بندی تعریف مهم زیر رهنمون می کند:
 A همگرا باشند، عدد A به یک عدد مانند f هرگاه دنباله های عددی مجموع های بالا و پایین تابع

b
aA f (x)dx= ∫ را انتگرال معین این تابع بر بازه ]α,b[ می نامیم و می نویسیم.                       

∫ که صورت کشیده حرف S است از حرف اول کلمه مجموع )Sum( اقتباس شده است و آن 
b را انتگرال یعنی f بر ]a,b[  و یا انتگرال 

aA f (x)dx= ∫ معادل حرف سیگما Σ یونانی است. بنابراین 
معین f از a تا b می نامیم.

باید توجه کنیم وقتی f تابعی نامنفی است تعبیر هندسی انتگرال معین مساحت تحت نمودار f و 
محدود به بازه ]a,b[ است امّا ما این شرط را نداشته ایم، بنابراین انتگرال معین، در حالت کلی عددی 

حقیقی است که می تواند مثبت، منفی و یا برابر صفر باشد.

a را  x dx∫ 2
0 �  مثال : ثابت کنید تابع f)x(=x2 بر بازه ]a<0 ،]0,a، انتگرال پذیر است و مقدار 

به دست آورید.

به دست  را  دنباله ها  این  حد  است  کافی  کردیم.  محاسبه  را   Un، Ln دنباله های  قبلاً   : حل 
آوریم.

nn n

(n )( n )a alim L lim
x→∞ →∞

− −= =
3 3

2

1 2 1
36

nn n

(n )( n )a alim U lim
x→∞ →∞

+ += =
3 3

2

1 2 1
36

a ax dx∫ =
3

2
0 3

بنابراین:              

نکته : باید توجه داشته باشیم که تعریف انتگرال به شکل فوق مستقل از مفهوم مساحت است، 
گرچه این مفهوم در آغاز از مفهوم مساحت به وجود آمده است. وقتی تابع f بر بازه ]a  ,0[ تابعی نامنفی 
 f باشد، مقدار انتگرال معین برابر مساحت محدود به نمودار تابع x باشد، یعنی نمودار آن بالای محور
و خطوط x=a و x=b است. برای وقتی که همواره f)x(≥0، یعنی نمودار تابع پایین محور x است، 
 x=b و x=a ،و خطوط می باشد. در حالت کلی f برابر قرینه مساحت محدود به نمودار b

a f (x)dx∫

b برابر است با مساحت قسمتی از ناحیه R )یعنی ناحیه تحت 
a f (x)dx∫ برابر است. در حالت کلی، 

نمودار و محدود به خطوط x=a و x=b( که بالای محور x است منهای مساحت بخشی از R که زیر 
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محور x است. )شکل 4ــ11(

x

y

0

y f (x)

R

a b
1

R2

R3

b برابر است با R3 مساحت + R2 مساحت - R1 مساحت
a f (x)dx∫ شکل 4ــ11ــ 

تمرین در کلاس

a را که در آن a<0 ، محاسبه کنید. xdx∫0 1ــ 
b را محاسبه کنید. توجه کنید که در اینجا f)x(=1 تابع ثابت با مقدار 1 است.

a dx∫ 2ــ 
b را، که در آن f)x(=c تابع ثابت با مقدار c است، محاسبه کنید.

a cdx∫ 3ــ 

تعمیم: در تعریف انتگرال معین فرض کردیم که تابع f بر ]a,b[ پیوسته است. اکنون یک گام به 
جلو بر می داریم و فرض می کنیم که تابع f بر ]a,b[ کراندار بوده امّا لزوماً پیوسته نباشد. می دانیم که هر 
تابع پیوسته بر یک بازه بسته کراندار است امّا عکس این حکم در حالت کلی برقرار نمی باشد. قصدمان 

این است که انتگرال معین را برای توابع کراندار نیز تعریف کنیم.
فرآیند تعریف را که برای توابع پیوسته به کار گرفتیم در اینجا نیز می توانیم اعمال کنیم. تنها یک 
 f .باشد ]a,b[ یک افراز P تفاوت کوچک وجود دارد که در نتیجه کار بلااثر می باشد. فرض کنیم
بر ]a,b[ کراندار است پس بر هر بازه جزء ]xi-1,xi[ نیز کراندار است. چون )مقادیر( f بر این بازه یک 
مجموعه کراندار است، پس از بالا کراندار است. پس دارای سوپریممی مانند Mi است. مشابهاً چون 

f بر این بازه کراندار است از پایین کراندار بوده و در نتیجه دارای اینفیممی مانند mi است.
mi∆xi≥f)xi(∆xi≥Mi∆xi در نتیجه .mi≥f)xi(≥Mi ،x∈ ]xi-1,xi[ واضح است که برای هر

اکنون مجموع های بالا و پایین را چنین تعریف می کنیم.
n

n i i
i

U M x
=

= ∑ ∆
1

 ، 
n

n i i
i

L m x
=

= ∑ ∆
1



237

 ]α,b[ بر  f همگرا باشند گوییم تابع A هر دو به یک عدد مانند }Un{ و }Ln{ هرگاه دنباله های
انتگرال پذیر است و عدد A را مقدار انتگرال معین f بر این بازه می نامیم. به زبان نمادی می نویسیم.

b
a f (x)dx A∫ =

اینک این تعریف را با تعریف قبلی در باب توابع پیوسته مقایسه کنید.
وقتی تابع پیوسته است، mi به ازای نقطه ای مانند li از ]xi-1,xi[ حاصل می شود.

mi=f  )li(
)Mi=f  )ui       .به دست می آید ]xi-1,xi[ از ui به ازای Mi همچنین

و ماجرا عیناً به حالت قبل برمی گردد.
امّا تعریف اخیر کلی است و نیازی ندارد که f پیوسته فرض شود، بلکه کافی است f کراندار 

فرض گردد.
تعمیم های دیگری نیز می توان صورت بندی کرد لیکن از حوصله این درس خارج است. به مثال 

2 توجه کنید.
�  مثال : تابع f بر بازه ]0,1[ چنین تعریف شده است.

f وجود ندارد. (x)dx∫10 ثابت کنید انتگرال معین 
حل : فرض کنیم P افرازی دلخواه از ]0,1[ با n+1 نقطه افرازی باشد.

x
n

∆ 1 بنابراین        
هرگاه mi و Mi را به ترتیب مینیمم و ماکزیمم تابع f بر بازه  جزء iام بنامیم، چون در هر بازه اعداد 

گویا و ناگنگ وجود دارد،
mi=0 ، 1≥i≥n 
Mi=1 ، 1≥i≥n 

n n

n i i
i i

L m x
n= =

= ∑ ∆ = ∑ × =
1 1

1
0 0

در نتیجه:     

n n n

n i i
i i i

U M x n
n n n= = =

= ∑ ∆ = ∑ × = ∑ = × =
1 1 1

1 1 1
1 1 1

nn زیرا Ln دنباله ثابت صفر و Un دنباله ثابت 1 است. در 
lim U
→∞

=1  ، nn
lim L
→∞

=0 بنابراین 
نتیجه تابع f بر ]0,1[ انتگرال پذیری نمی باشد.

, x Q
f (x)

, x Q
∈

=  ∉

1

0
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تمرین در کلاس
تابع f را بر بازه ]1,1-[ چنین تعریف می کنیم.

f وجود دارد و مقدار آن را به دست آورید. )نمودار تابع را رسم کنید(. (x)dx−∫
1

1 ثابت کنید 

قضیه زیر را بدون اثبات می پذیریم.

�قضیه   ١   : هر تابع پیوسته بر یک بازه بسته، انتگرال پذیر است.
نتیجه: هرگاه f پیوسته باشد می توانیم با یکی از دنباله های }Ln{ یا }Un{ کار کنیم و با حدگیری 

مقدار انتگرال را به دست آوریم.

نکته : در حساب مقدماتی آموخته اید که نامساوی های هم جهت را می توان با هم جمع کرد؛
a1≥b1 ،a2≥b2          یعنی       هرگاه

a1+ a2 ≥ b1+b2          آنگاه              
و اگر یکی از نامساوی های فرض اکید باشد، نامساوی به دست آمده نیز اکید است. این ویژگی 

نامساوی ها به آسانی قابل تعمیم است:
نامساوی ها  ویژگی  این  از   .

n n

i i
i i

a b
= =
∑ ≤ ∑

1 1
آنگاه  باشند  نامساوی   n  )1≥i≥n(  αi≥bi هرگاه 

استفاده می کنیم و یکی از خواص توابع پیوسته را در رابطه با مقدار انتگرال به آسانی به دست می آوریم؛ 
در مابقی این بخش مجدداً همه جا f را پیوسته فرض می کنیم.

�قضیه   2   : هرگاه تابع f بر بازه ]a,b[ پیوسته باشد و m و M به ترتیب مقادیر مینیمم و ماکزیمم مطلق 
b
am(b a) f (x)dx M(b a)− ≤ ∫ ≤ − f بر این بازه باشند، آنگاه       

� برهان : فرض کنیم P افرازی منظم با n بازه جزء از بازه ]a,b[ باشد.
برای هر m≥li ،ui≥M ،i )چرا،(.

n n

n i i
i i

b a b aL l l
n n= =

− −= ∑ = ∑
1 1

پس:      
              n n

i i

b a b am m
n n= =

− −≥ ∑ = × ∑
1 1

1

b a m n m(b a)
n
−= × × = −

x ,x
f (x)

x ,x
≥

=  − <

0

1 0
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n

n i
i

b aU u
n=

−= ∑
1

همچنین:                                      

n n

i
i i

b a b au M (b a)M
n n= =

− −= ∑ ≤ ∑ = −
1 1

bدر نتیجه، با حدگیری،
a nx

f (x)dx lim L m(b a)
→∞

∫ = ≥ −

b
a nn

f (x)dx lim U M(b a)
→∞

∫ = ≤ −

اکنون دو نامساوی را با هم می نویسیم
b
am(b a) f (x)dx M(b a)− ≤ ∫ ≤ −   )1(

آیا می توانید این نامساوی ها را در شکل 4  ــ12 تعبیر کنید؟ مستطیل های با پایه b-α و ارتفاع 
m و M را درنظر بگیرید.

b
am f (x)dx M

b a
≤ ∫ ≤

−
1 نامساوی های )1( را به صورت زیر نیز می توان نوشت      

b
af f (x)dx

b a

−
= ∫

−
1 تعریف: قرار می دهیم                                                           

f را مقدار متوسط یا میانگین تابع f بر بازه ]a,b[ می نامیم.
−

میانگین تابع f برابر ارتفاع مستطیلی با پایه b-a است که مساحت آن برابر مساحت ناحیه تحت 
f )برای f    ≤0( محدود به خطوط x=a و x=b می باشد. 

قضیه زیر یکی دیگر از خواص اساسی انتگرال معین است که در واقع خواص قدرمطلق را 
برای مجموع چند عدد به ارث می برد.

�قضیه  3   : هرگاه f تابعی انتگرال پذیر باشد،
b b
a a| f (x)dx | | f (x) | dx∫ ≤ ∫ )٭(  

|x+y|≥|x|+|y|            برهان : ابتدا یادآور می شویم که نامساوی فوق متناظر نامساوی �
n n

i i
i i

| x | | x |
= =
∑ ≤ ∑

1 1
و یا در حالت کلی:                                                                        

می باشد، برای اثبات )٭( فرض کنیم P افرازی منظم از بازه ]a,b[ با n بازه جزء باشد. می دانیم 
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-|)f)x(|≥f)x(≥|f)x|                                                                          ،x∈]xi-1,xi[ برای هر
لذا هرگاه Mi، mi به ترتیب مینیمم و ماکزیمم f بر ]xi-1,xi[ و همچنین  Mʹi، mʹi به ترتیب مینیمم 

و ماکزیمم |f| بر این بازه جزء باشند، داریم.
)1≥i≥n( -mʹi≥mi≥mʹi
)1≥i≥n( -Mʹi≥Mi≥Mʹi   و
)1≥i≥n( -mʹi∆x≥mi∆x≥mʹi∆x  بنابراین 

n n n

i i im x m x m x′ ′−∑ ∆ ≤ ∑ ∆ ≤ ∑ ∆
1 1 1

از جمع این نامساوی ها به دست می آوریم:          

-Lʹn≥Ln≥Lʹn  یعنی

b b b
a a a| f (x) | dx f (x)dx | f (x) | dx− ∫ ≤ ∫ ≤ ∫ با حدگیری به دست می  آوریم            

b b
a a| f (x)dx | | f (x) | dx∫ ≤ ∫ امّا این نامساوی ها معادلند با نامساوی قدرمطلقی        

1ــ فرض کنیم f تابعی زوج بر ]a,a-[ باشد، یعنی برای هر x از این بازه ثابت کنید 
a a

a f (x)dx f (x)dx−∫ = ∫02

 f)-x(=-f)x( از این بازه x باشد، یعنی برای هر ]-a  ,   a[ تابعی فرد بر f 2ــ فرض کنیم
a

a f (x)dx−∫ ثابت کنید.                                                                                             0=
یت

عال
ف

x

y

R1

R2

a
a


x

y

0

R1 R2

a ax

y

R1

R2

a
a


x

y

0

R1 R2

a a

)ب()الف(
شکل )ب( تابع f زوج است. شکل الف تابع f فرد است.

 )تعبیری دیگر از انتگرال معین(ــ فرض کنیم تابع f بر بازه ]α,b[ پیوسته باشد؛
     P:x0=α<x1<x2<…<xi-1<xi<…< xn=b                                      همچنین
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افرازی دلخواه از این بازه باشد. هرگاه ]i≥n( ci∈]xi-1,xi≤1( نقطه دلخواهی از بازه جزء iام 
باشد، ثابت کنید.                  

n
b

i i an i
lim f (c ) x f (x)dx
→∞ =

∑ ∆ = ∫
1

          

x

y

x0

Cn

Ci

x n

x i

C2C1

a b

ix 1

n مجموع مساحت مستطیل های رنگی منهای حاصل جمع مستطیل های با رنگ 

i i
i

f (c ) x
=
∑ ∆

1
 

خاکستری است.
از  استفاده  با  سپس  کنید.  استفاده  است  پیوسته  جزء  بازه  هر  بر   f اینکه  از  راهنمایی: 

حاصل جمع های بالا و پایین و قضیه فشردگی، تساوی فوق به آسانی به دست می آید.

. برای  b ax
n
−∆ = در تمرین های 6ــPn ،1 یک افراز منظم از بازه ]a,b[ است به طوری که 

این تمرین ها، Un، Ln را برای مقدار مفروض n به دست آورید.
.n=8 بر ]0,2[، با انتخاب f  )x(=x 1ــ

.n=4 بر ]0,4[، با انتخاب f  )x(=x2 2ــ
.n=4 بر ]2,2-[، با انتخاب f  )x(=ex 3ــ

.n=  5 بر ]1,2[، با انتخاب f  )x(=Lnx 4ــ
5  ــ f  )x(=sinx بر ]π,0[، با انتخاب n=6. مقدار انتگرال را با مساحت توضیح دهید.

6  ــ f  )x(=cosx بر ]0,2π[، با انتخاب n=4. مقدار انتگرال را با مساحت توضیح دهید.
در تمرین های 8  ــ7 ابتدا Un، Ln را برای افراز منظم با n بازه جزءِ محاسبه کنید.

مسا ئل
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n از این رو انتگرال معین مربوطه را به دست آورید. nn n
lim L lim U
→∞ →∞

= سپس ثابت کنید که 
]a,b[=]0,2[ برf)x(=1-x 7ــ

]a,b[=]0,1[ بر f)x(= 8  ــ
x dx−∫ −3 2

3 9 9ــ انتگرال را محاسبه کنید. 
10ــ فرض کنیم f تابعی پیوسته و صعودی اکید بر ]a,b[ و P افراز منظم با n بازه جزءِ از این 

بازه بوده باشد. ثابت کنید.

n n
(b a)(f (b) f (a))U L

n
− −− =

چون سمت راست این عبارت را می توانیم n با انتخاب n به قدر کافی بزرگ از هر عدد مثبتی 
کوچک تر کنیم، تابع f می بایست بر ]a,b[ انتگرال پذیر باشد. )این مسأله اثباتی ساده از قضیه به دست 

می دهد.(
11ــ دو تمرین جفت برای تمرین های 5 و 6 به شکل زیر می تواند مطرح شود:

. این مقادیر را حساب کرده و آنها را به ترتیب با اعداد به دست  cos xdxπ∫0 sin و  xdxπ∫20
آمده در 5 و 6 مقایسه کنید.

4ـ4ـ ویژگی های انتگرال معین
ریاضیدانان را عادت بر این است که وقتی مفهومی را برای موارد ملموس و فیزیکی فرمول بندی 
 b

a | f (x) | dx∫ می کنند، آن را به صورتی کلی تر و در واقع در نهایت کلی آن، تعمیم دهند. ما انتگرال معین 
را با محدودیت هایی مطرح و بررسی کردیم:

ابتدا فرض کردیم f تابعی پیوسته بر بازه ]a,b[ باشد، سپس آن را به توابع کراندار تعمیم دادیم.
چون بازه ]a,b[ نقش کلیدی در تعریف انتگرال داشت )افرازها چنین نقشی داشتند( پس a<b؛ 

و این یک فرض الزام آور به حساب آمده است!
سخن از وقتی که f ناپیوسته باشد و یا آنکه f  بر ]a,b[ بی کران باشد خارج از برنامه این درس 

است.
امّا برای وقتی که a=b و یا a<b، به آسانی می توانیم مفهوم انتگرال معین را تعمیم دهیم.

a
a f (x)dx∫ =0 )الف( قرار می دهیم     
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در واقع در چنین صورتی هر افراز از بازه ]a,b[ فقط شامل یک نقطه است و لذا طول بر بازه 
Σ ظاهر می شدند، پس تعریف فوق که حالت خاص از  جزءِ xi=0∆ است. xiها به شکل ضریب در 

انتگرال معین است، طبیعی می نماید.
b a
a bf (x)dx f (x)dx∫ = − ∫ ب( هرگاه a<b، تعریف می کنیم.   

� قضیه   4  )خواص خطی انتگرال( : فرض کنیم f و g توابعی انتگرال پذیر ]a,b[ و c1 و c2 دو 
عدد ثابت باشند. در این صورت تابع c1f+c2g نیز بر ]a,b[ انتگرال پذیر است؛ به علاوه 

b b b
a a a(c f (x) c g(x))dx c f (x)dx c f (x)dx∫ + = ∫ + ∫1 2 1 2                         )1(

عبارت c1f+c2g را اصطلاحاً یک ترکیب خطی از g و f می نامیم.
رابطه )1( را با رابطه مشابه در خصوص سیگماها مقایسه کنید.

n n n

i i i i i
i i i

(c a c b ) c a c b
= = =
∑ + = ∑ + ∑2 1 2

1 1 1                        
  )2(

اثبات )1( نیز اساساً براساس مفهوم انتگرال و خواص مشابه برای Σ انجام می شود.

(x x )dx x dx x dx∫ + = ∫ + ∫1 3 3 1 3 1 2
0 0 04 4 �  مثال :                                                    

= + =1 4 7
4 3 12

. x∫ =1 2
0

1
3

 ، x∫ =1 3
0

1
4

زیرا قبلاً ملاحظه کرده ایم که 

 α≥x≥b توابعی انتگرال پذیر و برای هر g،f قضیه   5   : فرض کنیم �
f)x(≥g)x(
b b
a af (x)dx g(x)dx∫ ≤ ∫ در این صورت                                                                  

انتگرال ها  اثبات می گردد، قضیهٔ مقدار میانگین در  به کمک قضیه مقدار میانی  قضیه زیر که 
نامیده می شود. 

� قضیه   6   : )قضیه مقدار میانگین در انتگرال ها( هرگاه f بر ]a,b[ تابعی پیوسته باشد، نقطه ای مانند 
c از این بازه هست به قسمی که 

b
a f (x)dx (b a)f (c)∫ = −



حساب دیفرانسیل و انتگرال 244

b
am f (x)dx M

b a
< ∫ <

−
1 �  برهان : می دانیم:                                                         

که در آن M و m به ترتیب ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع f بر ]a,b[ هستند.
)قضیه 2( چون f پیوسته است،  بنابرقضیه مقدار میانی فصل 2، هر مقدار بین ماکزیمم و مینیمم 

 b
a f (x)dx f (c)

b a
∫ =

−
1 خود را در نقطه ای مانند ]c∈]a,b می گیرد، یعنی:                          

و یا
b
a f (x)dx (b a)f (c)∫ = −  

 ـ 5  ـ قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال 4
 Fʹ)x(=f)x( چنان باشد که ]a,b[ بر بازه F همچنان که در فصل 3 خوانده ایم، هرگاه تابع مشتق پذیر
F ، را یک پادمشتق و یا یک تابع اولیه تابع f می نامیم. در این بخش سعی مان این است تا ارتباطی 
سازیم.  برقرار  پادمشتق  مفهوم  و  گردید،  تعریف  پیشین  بخش  در  که  معین،  انتگرال  مفهوم  دو  بین 
چنان که قبلاً نیز گفته ایم، خواهیم دید که این ارتباط به نحوی چشمگیر محاسبه بسیاری از انتگرال های 
معین را میسر می سازد. این ارتباط که در واقع ارتباطی بین مفهوم های مشتق و انتگرال معین برقرار 

می کند، به طرزی شایسته به عنوان قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال نامگذاری شده است.

� قضیه   7   : )قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال( فرض کنیم تابع f بر بازه I که شامل نقطه 
a است پیوسته باشد، در این صورت احکام ذیل برقرارند.

x
aF(x) f (t)dt= ∫ الف( هرگاه تابع F را بر I با ضابطه:                                               

می باشد؛                 f اولیه  تابع  یک   F یعنی   ،Fʹ)x(=f)x( و  است  F مشتق پذیر  تابع  آنگاه  کنیم  تعریف 

x
a

d ( f (t)dt) f (x)
dx

∫ = به عبارت دیگر:                                                                                  

x

y

M

f(c)

m

0 a L c U b

y f (x)

b-a و قاعده f)c( شکل 4  ــ12 ــ مقدار انتگرال برابر مساحت مستطیلی به ارتفاع
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اگر I در یک طرف یا دو طرف بسته باشد، در هر نقطهٔ انتهایی مشمول بازه، مشتق یک طرفه 
)مشتق راست، مشتق چپ( منظور می شود.

ب( هرگاه G تابع اوّلیه دیگری برای f باشد، به طوری که )Gʹ)x(=f)x، آنگاه برای هر دو نقطه از 
b
a f (x)dx G(b) G(a)∫ = −                                                             ،)a<b( ،b و a مانند I

�  برهان : با استفاده از تعریف مشتق، مشتق F را محاسبه می کنیم:

h

F(x h) F(x)F (x) lim
h→

+ −′ =
0

x h x
a ah

lim ( f (t)dt f (t)dt)
h

+
→

= ∫ − ∫
0

1

x h
ah

lim f (t)dt
h

+
→

= ∫
0

1 بنا بر قضیه 4                                                              

          h
lim h.f (c)

h→
=

0

1

که در آن )h(c=c به h بستگی داشته امّا بین x و x+h می باشد )قضیه 6( بنابراین:

c x
F (x) lim f (c)

→
′ =

          =f)x(
زیرا وقتی c→x ،h→0 و f پیوسته می باشد.

از  است.  ثابتی  مقدار   C آن  در  که   x∈I هر  برای   F)x(=G)x(+C  ،Gʹ)x(=f)x( چون  ب( 
x
a f (t)dt F(x) G(x) C∫ = = + این رو                         
0=G)a( + C                                                                پس ،x=a اکنون فرض کنیم

یعنی )C=-G)a. بار دیگر، فرض می کنیم x=b؛ به دست می آوریم.
b
a f (t)dt G(b) C G(b) G(a)∫ = + = −

البته می توانیم t را با x )و یا با هر متغیر دلخواه دیگری( در سمت چپ تساوی فوق تعویض 
کنیم.

نکته : هر دو قسمت قضیه اساسی را باید به خوبی به خاطر داشت. قسمت الف به شما می گوید 
که چگونه می توان از یک انتگرال نسبت به حد بالایی آن مشتق گیری کرد. قسمت )ب( راه محاسبه 
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یک انتگرال معین را به دست می دهد مشروط بر  آنکه بتوان یک تابع اولیه برای تابع تحت انتگرال گیری 
پیدا کرد.

نماد محاسباتی: برای آنکه محاسبه انتگرال های معین را با استفاده از قضیه اساسی تسهیل 
b
aF(x) | F(b) F(a)= − کنیم نِماد محاسباتی زیر را معرفی می کنیم.                                      

b b
a af (x)dx ( f (x)dx) |∫ = ∫ f نشان دهیم.         (x)dx∫ بنابراین اگر )F)x را با نِماد 

انتگرال نامعین یا اختصاراً انتگرال f نیز می نامیم. هر تابع اولیه را که برای  f را  (x)dx∫

محاسبه انتگرال معین به کار گیریم تأثیری در مقدار انتگرال معین نخواهد داشت زیرا مقدار ثابت در 
محاسبه حذف خواهد شد.

زیرا فرض کنیم به جای )x(F از C+)G)x(=F)x استفاده کنیم:
b
a(F(x) C) | F(b) C (F(a) C) F(b) F(a)+ = + − + = −

b
aF(x) |=

پس از هر تابع اولیه برای محاسبه انتگرال معین می توان استفاده کرد.
به چند مثال ذیل توجه کنید. آیا قبل از آنکه حل آنها را ملاحظه کنید می توانید خودتان به حل 

آنها بپردازید، کوشش کنید!

�  مثال : انتگرال های معین زیر را محاسبه کنید.
(x x )dx−∫ − +2 2

1 3 2 ب(    a x dx∫ 2
0 الف( 

حل :       
a ax dx x | a o∫ = = −2 3 3 3
0 0

1 1 1
3 3 3

  )الف(                                                              
a=

3

3
d x x
dx

= =
3

2

3                  
زیرا 

(x x )dx ( x x x) |− −∫ − + = − +2 2 3 2 2
1 1

1 3
3 2 2

3 2                                            
)ب(

( ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))= − + − − − + −1 3 1 3
8 4 4 1 1 2

3 2 3 2

= 9
2



247

�  مثال : مساحت ناحیه ای از صفحه را که تحت نمودار تابع y=3x-x2 بوده و در نقاط تقاطع با 
محور  xها به این محور محدود می باشد محاسبه کنید.

x

y

A

0 3

y x x  23

حل : ابتدا لازم است نقاط تقاطع منحنی نمودار تابع را با محور xها مشخص کنیم
0=3x-x2=-x)3-x(

ریشه های این معادله x=0 و x=3 می باشند )شکل فوق(. پس مساحت ناحیه مورد تقاضا برابر 

A ( x x )dx ( x x ) |= ∫ − = −3 2 2 2 2
0 0

3 1
3

2 3
است با:                                                           

( )= − − −27 27
0 0

2 3     

= =27 9
6 2                

  واحد سطح

تمرین در کلاس 

الف( مساحت یک طاق تحت y=sinx را محاسبه کنید. )شکل زیر(
ب( در شکل )ب( مساحت ناحیه A را با استفاده از انتگرال به دست آورید.

x

y

0x

y

A

0  2

y sin x y sin x

x

y

0x

y

A

0  2

y sin x y sin x

y=sinx شکل )ب(الف( یک طاق تحت نمودار تابع

آیا حدس می زدید که مساحت یک طاق برابر 2 واحد سطح باشد؟
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معین یک عدد است، مساحت یک کمیت هندسی است  انتگرال  دارید که در حالی که  توجه 
 y و x که به طور ضمنی با واحدهای اندازه گیری مربوط می شود، هرگاه واحدهای اندازه محورهای
برحسب متر باشد، واحد سطح مساحت مربوطه بر حسب متر مربع خواهد بود. در صورتی که واحد 
محورهای x و y مشخص نباشد، اندازه مساحت ناحیه را می بایست به صورت واحد سطح بیان کرد.

y می باشد به دست آورید 
x

=
+2

5

1
ج( مساحت ناحیه R را که بالای خط y=1 و تحت نمودار 

)شکل …(
راهنمایی: ناحیه R مورد بحث در شکل زیر هاشور زده شده است. برای آنکه نقاط تقاطع 

x
=

+2

5
1

1
y را بیابیم باید معادله زیر را حل کنیم.   

x
=

+2

5

1
y=1 و 

پس x2+1=5 و یا x2=4، در نتیجه طول نقاط تقاطع  x=±2 می باشد.
مساحت ناحیه R برابر است با مساحت زیر نمودار تابع

364

x

y

02 2

y
x


2

5

1

y 1

شکل ناحیه مورد محاسبه و به صورت رنگی مشخص شده است.

به  مستطیل  مساحت  منهای   x=2 و    x=-2 معادله های  به  خطوط  به  محدود  و   y
x

=
+2

5

1
عرض 4 و ارتفاع 2. اکنون معادله مساحت را برحسب انتگرال نوشته و به محاسبه آن بپردازید.

هرگاه جواب 1(-4(A=10tan-1 )واحد سطح( را به دست آورده باشید، کاملاً موفق شده اید.
و  گرفته  را صفر  پایین  می توانید حد  )تابع زوج(  تابع  تقارن  از  استفاده  با  که  دارید  توجه  نکته: 
ضریب   2 را در انتگرال لحاظ کنید؛ قطعاً کار با صفر در محاسبه انتگرال معین ساده تر است از کار با 2-

] به دست آورید. , ]π− 0
2

�  مثال : مقدار میانگین تابع f)x(=e-x+cosx را بر بازه 
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xf (e cos x)dx
( )

π

−
−

−= ∫ +π− − 2

01

0
2

حل : طبق تعریف، عمل می کنیم                     

xf ( e sin x) | π

−
−

−= − +
π 2

02

( e ) e
π π

= − + + + =
π π

2 2
2 2

1 0 1
یک پرسش مهم

 برای x≠0، آیا می توانیم نتیجه بگیریم که
n

d (L | x |)
dx x

= 1 چون 
dx Ln | x |
x− −∫ = = − =11

1 1
0 0 0

f را در بازه ]1,1-[ درنظر  (x)
x

= 1 تابع  به قضیه اساسی یک بار دیگر توجه کنید و رفتار 
بگیرید. پاسخ خود را با دلیل منطقی با دبیر خود مطرح کنید.

�  مثال : مشتق توابع زیر را به دست آورید.
tG(x) x e dt−= ∫
22 ب(   t

xF(x) e dt−= ∫
23 الف( 

حل : 
x tF(x) e dt−= − ∫

2

3 الف( داریم      
Fʹ)x(=-e-x2                 طبق قضیه اساسی

x t x tdG (x) x e dt x e dt
dx

− −
− −′ = ∫ + ∫

2 25 2 5
4 42 ب( بنابر قاعده زنجیری داریم              
x t ( x)x e dt x (e )− −

−= ∫ + ×
2 25 2 5

42 5

x t xx e dt x e− −
−= ∫ +

2 25 2 25
42 5

انتگرال های معین 9ــ1 را محاسبه کنید:

x ــ1 dx∫2 3
0 xdx∫40 ــ2  ) ــ3  sin t)dtπ∫ +2

0 1  

dx ــ4
x

∫1
2

1  ـ 5  ) ـ )dx
x x

−
−∫ −1

2 2 3

1 1  ـ 6  )x ـ )dx
x

∫ −
3

2
1 3

2
2

 

cos ــ7 xdx
π

π
−
−∫

6

4
 ـ  8  | ـ sin x | dx

π
∫

4
3

0 ــ9  xe dxπ
−π∫

مسا ئل
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بعضی انتگرال های مقدماتی: چنانچه ملاحظه کرده ایم انتگرال معین را به ساده ترین شکل 
ممکن می توان محاسبه کرد مشروط بر آنکه بتوانیم تابع اوّلیه )انتگرال نامعین( تابع تحت علامت انتگرال 
را محاسبه کنیم. در آنالیز مقدماتی روش هایی برای محاسبه انتگرال ها ارائه می گردد. معهذا باید اذعان 
ناشی  آنجا  از  امر  این  نمی باشد،  آسانی  برخلاف مشتق گیری، همیشه کار  انتگرال گیری  کرد که عمل 
می شود که می توان به آسانی توابعی عرضه کرد که برای آنها نتوان تابع اوّلیه ای پیدا کرد. برای مثال 

Fʹ)x(=f)x( پیدا کرد به قسمی که F نام ببریم که نمی توان تابعی مانند xf (x) e=
2 می توانیم از تابع 

در اینجا برای تسهیل بیشتر کار، تابع اوّلیه برخی از توابع را عرضه می کنیم. از این به بعد از 
تابع اوّلیه به عنوان انتگرال نامعین یا به طور خلاصه انتگرال نام برده و از علامت انتگرال )S کشیده( ولی 

بدون حدود بالا و پایین برای انتگرال استفاده می کنیم و با فرض اینکه C عدد ثابتی است داریم:

dx ــ1 x c∫ = +1 xdx ــ2                                x c∫ = +21
2

 

x ــ3 dx x c∫ = +2 31
3

dx ــ4                 c
xx

∫ = − +
2

1 1  

 ـ 5 xdx ـ x c∫ = +
3
2

2
3

 ـ 6                 r ـ rx dx x c
r

+∫ = +
+

11
1

 ، r≠-1

ــ7 ndx L | x | c
x

∫ = +1  ـ  8                 sin ـ axdx cosax c
a

∫ = − +1

cosaxdx ــ9 sin ax c
a

∫ = +1 ntan ــ10  axdx L | cosax | c
a
−∫ = +1

ncot ــ11 axdx L | sin ax | c
a

∫ = +1 ax ــ12  axe dx e c
a

∫ = +1

تمرین در کلاس

 اکنون با استفاده از خواص خطی انتگرال و جدول انتگرال فوق بسیاری از انتگرال ها 
و   x(x x e )dx∫ − + −5 33 3 انتگرال های  نمونه  برای  کنید.  محاسبه  می توانید  را 

sin) را محاسبه کنید. x cos x)dx∫ −3 2
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دوم  طرف  از  مشتق گیری  با  انتگرال ها  جدول  در  را  فوق  تساوی های  درستی 
محقق سازید. یت

عال
ف

1ــ پرسش های مفهومی
f را توضیح دهید. (x)dx∫ الف( معنی انتگرال نامعین 

ب( کدام یک از گزینه های زیر درست و کدام نادرست است؟
ب( 1ــ انتگرال نامعین یک عدد و انتگرال معین یک تابع است.
ب( 2ــ انتگرال نامعین یک تابع و انتگرال معین یک عدد است.

ب( 3ــ انتگرال معین و انتگرال نامعین فرقی با هم ندارند و تفاوت آنها فقط در یک عدد ثابت 
است.

ب( 4ــ برای محاسبه انتگرال معین، در بیشتر موارد، از انتگرال نامعین استفاده می کنیم. مجوز 
این کار در قضیه … آمده است.

ج( فرض کنیم f تابعی انتگرال پذیر بر بازه ]a,b[ باشد، میانگین آن، یعنی 

b
af f (x)dx

b a

−
= ∫

−
1

را تفسیر هندسی کنید.
د( فرض کنیم تابع f بر بازه ]a,b[ تعریف شده و جزء در تعداد متناهی نقطه از این بازه در سایر 
نقاط آن پیوسته باشد. چنین تابعی را یک تابع قطعه ای پیوسته می نامند. آیا f بر ]a,b[ انتگرال ناپذیر 

است. در صورتی که جوابتان مثبت است، مقدار انتگرال f را توضیح دهید.
2ــ انتگرال های معین زیر را محاسبه کنید.

(sin x tan x)dx
π

∫ +3
0 2 ب(     x xdx∫4 3

0 الف( 
| x | [ x]dx∫ −1

0 3 1 3 ت(     | x | dx∫ −2
0 1 پ( 

مسا ئل
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3ــ انتگرال های زیر را محاسبه کنید.

x x dx
x

+ +∫
2

2

1

2
ب(    sin x cos xdx∫ 4 2 الف( 

x

x
e dx

e
+∫

21 ت(    ( x ) xdx∫ − +21 4 پ( 

cos را بر بازه ]π,0[ حساب کنید. xf (x) += 1
2

4ــ مقدار میانگین تابع f با ضابطه 
5  ــ انتگرال های زیر را محاسبه کنید.

x dx
x
+∫

2 1 ب(     (x ) dx
x
+∫

32 الف( 

6  ــ با مشتق گیری از طرف دوم تساوی های زیر درستی آنها را محقق کنید.

 xdx sin c a
aa x

−∫ = + >
+

1

2 2

1
الف( 0

xdx tan c a
a aa x

−∫ = + >
+

1
2 2

1 1
ب( 0

7ــ فرض کنیم که f و g انتگرال پذیر بوده و برای هر x از بازه ]f)x(≥g)x( ،]a,b. ثابت کنید 
. )قضیه 5( b b

a af (x)dx g(x)dx∫ ≤ ∫
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خواندنی

عبارت های  و  انتگرال گیری  بازه  افراز  معین  انتگرال  تعریف  در  که  کردیم  ملاحظه 
i و یا Mi∆xi نقش اساسی داشتند. وقتی تعداد نقاط افراز زیاد و زیادتر می شود  im x∫ ∆

. بنابراین هر یک از mi یا Mi را  i
b ax

n
−∆ = xi∆ کوچک و کوچک تر می گردد زیرا 

 
n

i i
i

m . x
=
∑ ∆

1
می توان با عرض هر نقطه در بازه جزءِ ]xi-1,xi[ مانند li تقریب کرد. در نتیجه مثلاً 

 ،∆xi →0 به ∞ میل می کند n در خواهد آمد. از طرف دیگر وقتی 
n

i i
i

f (l ). x
=
∑ ∆

1
به صورت 

b میل می کند. شامل تعداد بسیار زیاد 
a f (x)dx∫ پس سیگمای مورد بحث ما که در حد به 

جمله به صورت li( ∆xi(f است که در آنها xi∆ فوق العاده کوچک اند )زیرا حد آنها صفر است(. 
اما عرض ها یعنی )li(fها محدودند پس xi∆ )f)li  نیز فوق العاده کوچک اند. ریاضیدانانی که در 

آغاز انتگرال را کشف کردند. بدان، بدین گونه می نگریستند:
مجموعی با بی نهایت جمله از جملات بی نهایت کوچک: در واقع نیوتن و 
لایبنیتز که هر دو واضعان حساب مشتقات و حساب انتگرال )حسابان( به شمار می روند، 

این حساب را با حساب بی نهایت کوچک ها و عبارت هایی از این دست سامان دادند.
به دلیل مشکلات و نابسامانی هایی که در حساب دیفرانسیل و انتگرال با مفاهیم 
این  تا  کوشیدند  لایبنیتز  و  نیوتن  از  بعد  ریاضیدانان  کرد،  بروز  کوچک ها  بی نهایت 
از کشف حساب  از حدود یکصد سال  بزدایند. سرانجام پس  آنالیز  از  را  نابسامانی ها 
دیفرانسیل و انتگرال، ریاضیدان آلمانی به نام کارل و ایراشتراس توانست حسابان را به 

شکل امروزی با استفاده از مفهوم حد سامان دهد.
الهیثم  ابن  میلادی   1041 سال  حدود  ولایبنیتز  نیوتن  از  پیش  خیلی  درواقع 
کوچک ها  بی نهایت  حساب  کشف  به  مسلمان  ریاضیدان  یک   )Ibn al- Haitam(
بررسی های  و  مطالعه  در  قره  بن  ثابت  و  کوهی  ابوسهل  وی  متعاقب  و  بود  نایل شده 

a درگیر شدند. t dt∫ 4
0 مربوط به محاسبه حجم سهوی با انتگرال 
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