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فصل فصل ٢٢  

توابع و معادلاتتوابع و معادلات
توابع درجه دوم

در رياضی ٢ با رسم نمودار برخی 
تابع  انتقالِ  کمکِ  به  دوم  درجهٔ  توابع  از 
f (x)  x٢ آشنا شديم. با انجام تمرين زير، 

آمادهٔ يادگيری مطالبی ديگر می شويم: 
نمودار  شده  ياد  روش  به  تمرين: 

توابع زير را رسم کنيد.
                       g (x)  x٢ (الف        
h (x)  (x (ب ٢(٢
s (x)  (x (ج ٢ ٢(١  
t (x)  x٢ (د ٣  

رأس   O (٠,٠) نقطهٔ   y   x٢ نمودارِ  در  می شود.  گفته  سهمی  دوم  درجهٔ  تابع  نمايش  منحنی   به 
نموده ايد  رسم  بالا  تمرين  در  که  نمودارهايی  جمله  از  ديگر  دوم  درجهٔ  نمودارهای  در  است.  سهمی 
رأس   y a(x x ) y= − +2

0 0 نمودار  به   y   xنمودار ٢ انتقال  در  می کنيد.  مشاهده  را  نقطه ای  چنين 
x) ٢ y نقطهٔ (١,٣) و رأس سهمی  انتقال می يابد. مثلاً رأس سهمی ٣ ٢ (١ (x , y )0 0 سهمی نيز به نقطهٔ 

y     x٢  نقطهٔ (٢ ,٠) می باشد. ٢ 

همچنين مشاهده کرديد که در برخی نمودارها رأس سهمی پايين ترين نقطه (می نيمم) سهمی و 
در برخی بالاترين نقطه (ماکزيمم) سهمی می باشد. به عبارت ديگر در اين نقطه، تابع درجه دوم کمترين 

مقدار يا بيشترين مقدار را داراست.
ضابطهٔ يک تابع درجه دوم در حالت کلی bx   c    y     ax٢ است که در آن c, b, a اعداد ثابتی 
هستند و ٠≠ a دامنهٔ اين تابع IR و برد آن زيرمجموعه ای از IR می باشد. چنين ضابطه ای را می توان 

y

x



۲۱

y نيز نوشت: a(x x ) y= − +2
0 0 به صورت  

مثال: تابع درجه دوم با ضابطهٔ ٥   ٤x  ٢x٢     f  (x) را می توان به صورت زير نوشت:
f (x) (x x ) (x ) = − + = − − +  

2 25 5
2 2 2 1 1

2 2
 

(x )= − +22 1 3
                                                       

1

3

5

y

x

است،  مثبت   ٢(x چون   ٢ (١ مقادير  ساير  به  ازای  امّا  است   f  (١)     ٣ تابع  مقدار   x ١  به ازای 
 نقطهٔ می نيمم است. 

 
 

1

3
x)٢     f  (x) بزرگتر از ٣ بوده و رأس سهمی يعنی نقطهٔ  ٣    ٢(١

بگيريد  در  نظر  x)٢     g  (x) را  تابع ٣    ٢(١ حال 
  x  ١ به ازای   .(a <٠) است  منفی  عددی   x٢ ضريب  که 
چون  مقادير  ساير  به ازای  اما  است   f  (١)   ٣ تابع  مقدار 
x)٢     g  (x) کوچکتر  x)  ٢ منفی است، ٣    ٢(١ ٢   (١

ماکزيمم   نقطهٔ  
 
 

1

3
نقطهٔ  يعنی  سهمی  رأس  و  بوده   ٣ از 

می باشد. 
است.   ١١٠ برابر  عدد  دو  جمع  حاصل  مثال: 
اين دو عدد را چنان بيابيد که حاصل ضرب آن ها ماکزيمم 

شود.
حل: دو عدد را x و y می ناميم. داريم ١١٠  x    y   قرار می دهيم P    xy. پس 

P    x (١١٠ x)  x١١٠ ٢x   (x  ٥٥)٥٥٢    ٢  

3

1

1

y

x
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عبارت اخير وقتی ماکزيمم است که جمله اول آن برابر صفر شود.
x  ٠   ٥٥   ,     x    ٥٥  

پس ٥٥   x    y جواب مسئله است. 
f(x)     ax٢ می توان نوشت:   bx  c به طورکلی در مورد تابع

b c b c bf (x) a(x x ) a (x )
a a a a a

 
= + + = + + − 

  

2
2 2

22 4

b ac ba(x )
a a

−
= + +

2
2 4

2 4
 

 

ac است. امّا به ازای ساير مقادير:  b
a
− 24

4
bx ، مقدار تابع 

a
= −

2
به ازای 

b نقطهٔ 
a

−
2

bf و نقطهٔ به طول  (x) f ( )
a

> −
2

ba(x مثبت و درنتيجه  )
a

+ 2

2
 a   >الف) اگر ٠

می نيمم است.

نقطهٔ   b
a

−
2

طول  به  نقطهٔ  و   bf (x) f ( )
a

< −
2

درنتيجه  و  منفی   ba(x )
a

+ 2

2
 a   <٠ اگر  ب) 

ماکزيمم است.

عرض می نيمم

y

xo x =
b
2a

y=

a >0
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باشد    a   >٠ اگر   ، bx
a

= −
2

ازای  به   f(x)     ax٢   bx  c تابع گفت:  می توان  خلاصه  به طور 
کمترين مقدار و اگر ٠>   a باشد بيشترين مقدار را دارد.

٢x٢   f(x) را به صورت زير تعيين می کنيم: ٣x مثال: کمترين مقدار تابع ٤
bx f ( ) ( ) ( )
a
−

= = ⇒ = − + =23 3 3 3 23
2 3 4

2 4 4 4 4 8
 

در  ديگر  نقطهٔ  دو  مختصات  سهمی،  رأس  علاوه   بر  معمولاً  دوم،  درجه  تابع  نمودار  رسم  برای 
طرفين رأس و به فاصلهٔ مساوی از آن را تعيين می کنيم. برای رسم دقيق تر، مختصاتِ نقاط تلاقی نمودار 

با محورهای مختصات را نيز به دست می آوريم.
f(x)    x٢ را رسم  ٢x مثال: نمودار تابع ٣

می کنيم.

 و دو نقطه 
bx
a

y

= − =

=

1
2

4
رأس سهمی نقطهٔ  

x
y

=
=
0

3
و   x

y
=
=
2

3
آن  طرفين  در  مساوی  فاصله  با 

می باشد. به علاوه:
نقطه  همان  yها  محور  با  منحنی  تلاقی  نقطهٔ 
x و نقطه تلاقی منحنی با محور  x  ها با جايگذاری 

y
=
=
0

3

٠    y دو تابع و حل معادلهٔ نظير به دست می آيد: 

عرض ماکزيمم

3

1 2 3

4

1

y

x

o

y

<0a

ax b
2

y

x
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                                                                     حل معادله درجه دوم 
 y  ٠ →  x٢ ٢x ٠ ٣ →  x

y
= −
=

1

0  
و
 

x
y

=
=
3

0
     

x ) محور تقارن سهمی است  خط قائمی که از رأس سهمی می گذرد (در نمودار قبل خط ١
bx محور تقارنِ سهمی است.

a
−

=
2

(چرا؟) به طورکلی خط به معادله 
y را رسم می کنيم. (x )(x )= − +

1
1 3

2
مثال: سهمی به معادلهٔ 

x نقاط برخورد سهمی با محور طول هاست.
y

= −
=

3

0
x و 

y
=
=
1

0
نقاط 

x رأس سهمی است (چطور؟)
y

= −
= −

1

2
به علاوه از دو نقطهٔ فوق نتيجه می شود، نقطهٔ  

 نيز نقطه برخورد سهمی با محور عرض هاست.
x

y

=

= −

0

3

2

نقطهٔ 

1

1

2 1 2

2

3

y

x

مسائل
١ــ نمودارهای توابع زير را رسم کنيد.

٢x ٢x٢    y (ب                                            ٦x ٣x٢  y (الف ١      
٢)    y (د                                         ١  ٦x ٩x٢  y (ج x )  (٤    x)  
٤   ٣x ٢x٢  y (و                                                ٣ ٢x٢  y (هـ  

سرعتِ  با  را  توپی  است  ايستاده  متر   ٨٠ ارتفاع  به  ساختمانی  فوقانی  لبهٔ  در  که  شخصی  ٢ــ 
اوليهٔ ٢٠ متر بر ثانيه به سوی بالا پرتاب می کند. بعد از t ثانيه ارتفاع توپ از سطح زمين برابر است 
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زير  سؤالات  به  نمودار  اين  از  استفاده  با  کنيد.  رسم  را  تابع  اين  نمودار   .h    ٥ t٢٠ ٢t   ٨٠ با 
دهيد: پاسخ 

الف) توپ پس از چند ثانيه به زمين می خورد؟
ب) ماکزيمم ارتفاع توپ چقدر است؟ بعد از چند ثانيه به ماکزيمم ارتفاع می رسد؟

ج) بعد از چند ثانيه پس از پرتاب توپ به سطح بالای ساختمان برمی گردد؟
د) دامنهٔ اين تابع را تعيين کنيد.

٣ــ محيط مستطيلی ١٠٠ متر است. طول و عرض آن را چنان تعيين کنيد که مساحت مستطيل 
ماکزيمم شود.

f را به ازای مقادير مثبتِ x تعيين کنيد. (x) x
x

= +
4 ٤ــ کمترين مقدار تابع 

روابط بين ضرايب و جواب های معادلۀ درجۀ دوم
برخورد  نقاطِ  طول   ،ax٢  bx   c ٠ دوم  درجهٔ  معادلهٔ  جواب های  که  ديديم   ٢ رياضی  در 
٠ > ٤ac b٢ باشد معادلهٔ فوق جواب ندارد و  نمودارِ تابع bx   c y    a x٢ با محور x هاست. اگر 
سهمی فوق محور x  ها را قطع نمی کند. اگر ٠ ٤ac b٢، سهمی با محور x  ها در يک نقطه تماس 

دارد و اگر ٠<  ٤ac b٢ معادله دو جواب دارد و سهمی محور x  ها را در دو نقطه قطع می کند.
هم چنين ديديم که اگر x١ و x٢ جواب های معادلهٔ فوق باشند آنگاه:

bx x
a

+ = −1 2
                

cx x
a

=1 2  
و درنتيجه:

b cax bx c a(x x ) a(x x )(x x )
a a

+ + = + + = − −2 2
1 2  

x1 x

S

S

2
x

S

S

1

a
∆ >
<

0

0

a
∆ >

>
0

0

S

a
∆
<

0

0

a
∆

>
0

0

a
∆ <
<

0

0

a
∆ <

>
0

0

b
a

−
2

x x1 2

y a(x x )(x x )= 1 2

=        + 1          1y a(x x )    y

y a(x x )= 1
2

2
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1 و ٣ باشد.
2

مثال: معادله ای درجهٔ دوم با ضرايب صحيح بنويسيد که جواب های آن 
x , x (x )(x ) x x= − = ⇒ + − = ⇒ + − =21 1 5 3

3 3 0 0
2 2 2 2

x x⇒ + − =22 5 3 0 
 مثال: معادلهٔ سهمی را بنويسيد که محور طول ها را در ٣ و ١ و محور عرض ها را در ٦ 

قطع کند.
y   a  (x ١) (x ٣) ⇒ y  a  (x٢ ٤x ٣)  

٣   ٦a ⇒ a می گذرد:                      ٢  
 
 

0

6
و چون از نقطهٔ 

٨x ٢x٢  y می باشد. پس معادلهٔ سهمی ٦
x  (١  m)   ٢x٢ برابر  ٣m  را چنان بيابيد که مجموع جواب های معادلهٔ ٠ m مثال: مقدار

٣ باشد.
 b m m

a
+

− = ⇒ = ⇒ =
1

3 3 5
2

 
٢x ٣x٢ باشد.  ١ مثال: معادلهٔ درجه دومی بنويسيد که جواب های آن معکوس جواب های ٠

 است، پس:
β
1  و 

α
1 اگر جواب های معادلهٔ داده شده α و β باشد جواب های معادلهٔ خواسته شده 

(x ).(x ) x ( ) x x xα +β
− − = ⇒ − + + = ⇒ − + =
α β α β αβ αβ αβ

2 21 1 1 1 1 1
0 0 0  

x x x x
+

− + = ⇒ + − =
− −

2 2

2
13 0 2 3 0

1 1
3 3

 

 cx٢ b x a  و ٠ ax٢ b  x   c  به طورکلی می توان نشان داد جواب های معادله های درجهٔ دوم ٠
معکوس يکديگرند. 

مسائل
١ــ معادله ای درجهٔ دوم بنويسيد که جواب های آن دو عدد زير باشند.

2 (ب                  ٣ و ٤ (الف
3

3 و 
2

2− (ج                  2 2+ و  2  
 mx٣ ٢x    m  ١ ٢ــ مقدار m را چنان تعيين کنيد که حاصل ضرب جواب های معادلهٔ ٠

برابر ٢ شود.
٣ــ مقدار a را چنان تعيين کنيد که جواب های معادلهٔ ٠  x  a ٥   ٢x٢ معکوس يکديگر باشند. 
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سپس جواب های اين معادله را بيابيد.
٤ــ معادلهٔ سهمی را بنويسيد که محور طول ها را در ٢ و ٢ و محور عرض ها را در ٢ قطع کند.
٣x x٢ باشد. ٥  ــ معادلهٔ درجهٔ دومی بنويسيد که جواب های آن معکوس جواب های ٠  ٥  

تابع قدرمطلق
آشنا  قدرمطلقی  تابع های  با  رياضی ٢  در  حقيقی و  عدد  يک  قدرمطلق  مفهوم  با  رياضی ١  در 

شديد.
تمرين: ١ــ عبارت های زير را بدون نماد قدرمطلق بنويسيد.

2− (الف 2 1− (ب                3 a (ج             +2 1 (د      
 

(x )− − −21 3       
x را به دست آوريد. x− + −1 3 ٢ــ اگر ٣  >  x  >  ١ حاصل عبارتِ 

نمودار  آن  از  استفاده  با  و  کرده  رسم  را   f (x)  x تابع  نمودار  مختصات  صفحهٔ  يک  در  ٣ــ 
توابع زير را در همان صفحه رسم کنيد.

g(x) (الف x= +2 h(x) (ب                x= − k(x) (ج             x= − +3 1   
s(x) (د x= − +2 3 t(x) (هـ                x= 2 p(x) (و             x= −2 3  
. xx

y y
= xy و  x y= x می توانيم نتيجه بگيريم  x= 2 با توجه به اين که 

. برخی ديگر از ويژگی های قدرمطلق به قرار زير است: x x=2 2 x و  x− = هم چنين 
.  x   =   a يا   x    a آنگاه   a   ≥  ٠ , x    a  ١) اگر
x آنگاه a   <   x  <  a و برعکس. a≤ ٢) اگر 

x a x a x a x a (x a)(x a)≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ + − ≤2 2 2 2 2 2 0 0  
٠   ≤  x    a و  x a ≤ ٠  ⇒ a   ≤   x , x    ≤  a ⇒  a  ≤   x   ≤   a  
x a< همين استدلال را برعکس نيز می توان ارائه کرد و از a   <   x  <  a نتيجه می شود 

−x را به دست می آوريم. <3 5 8 مثال: جواب نامعادلهٔ 
x x x− < − < ⇒− < − < ⇒− < <

11
8 3 5 8 11 5 5 1

5
 

y را رسم کرد. f (x)= با استفاده از نمودار y  f (x) می توان نمودار 
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تابع  نمايش  منحنی  مثال،  به عنوان 
شکـل  بـه   ( x ) y sin xπ π

− ≤ ≤ =
2 2 مقابل است:

y

xo

y sinx

π
2

π
2

(
π
2

, 1)

(
π
2

,1)

y به  sin x= بنابراين، منحنی نمايش تابع 
yشکل مقابل است.

xo

y sinx

π
2

π
2

( π
2

,1)( π
2

,1)

بالای  که  نمودار  از  قسمتی  می کنيم،  رسم  را   y    f  (x) نمودار  ابتدا  روش  در   اين  به طورکلی 
محور x ها است باقی می ماند ولی قسمتی که زير محور x هاست را حذف و قرينهٔ آن نسبت به محور 
y به دست می آيد. آيا می توانيد علت درستی اين  f (x)= x ها را رسم می کنيم به اين ترتيب نمودار 

روش را توضيح دهيد؟

مسائل
  x x x− ≤ ≤ ١ــ  با استفاده از ويژگی ٢ نشان دهيد برای هر عدد حقيقی x داريم: 

x و٠<  a  نشان دهيد x  < a يا  x   > a و برعکس. a> ٢ــ اگر 
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٣ــ با  استفاده از مسأله ١ برای هر دو عدد حقيقی  x و y  نشان دهيد
 x y x y x y− − ≤ + ≤ +   

x (رابطه نامساوی مثلثی) y x y+ ≤ + و نتيجه بگيريد: 
٤ــ می توان نشان داد رابطهٔ نامساوی مثلثی برای هر تعداد عدد حقيقی برقرار است. برای سه 

. x x x x x x+ + ≤ + +1 2 3 1 2 3 عدد حقيقی x١ و x٢ و x٣ نشان دهيد 
٥  ــ معادله ها و نامعادله های زير را حل کنيد:

x (الف − =2 1 3  (ب                   
x

=
+
1

2
5

            

x (ج + ≤
2

1
3

 (د                       
x

<
3

x (هـ                      1 x+ = −2 1 2   

٦  ــ نمودار هريک از توابع زير را رسم کنيد:
 (الف

 
y x= −3 2 y (ب                x= − 21 y (ج              x= 3  

y (د cos x , x= ≤ ≤ π0  
٧ــ هريک از توابع زير را به صورت يک تابع چند ضابطه ای (بدون نماد قدرمطلق) بنويسيد. 

سپس نمودار هريک را رسم کنيد:
y (الف x= − +3 1 y (ب               x x= y (ج             x x= − + +1 1  

] نشان می دهيم  ]x  تابع جزءِ صحيح: اگر x يک عدد حقيقی باشد، جزءِ صحيح x که با نماد 
بزرگترين عدد صحيحی است که کوچکتر يا مساوی x است. برای مثال:

1 023456 1 2 3 4 5 6

[ ]5 5
 
  

3
1 2

5
 
 2 1 [ ]3 3 [ ]/5 7 5

  .[ ]x  n   درنتيجه n    ≤  x < n   وجود دارد به طوری که ١ n عدد صحيح ،x برای هر عدد حقيقی
 − = −  

17
6

3
− درنتيجه  ≤ − < −

17
6 5

3
 و   = 8 ≥ درنتيجه 2 <2 8 3 مثلاً چون 

] که در اينجا α جزء کسری x ناميده می شود و  ]x x= + α با توجّه به اين تعريف می توان گفت 
.٠    ≤  α < ١ ،[ ] [ ]x x x≤ < چون 1+
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در زير به دو مورد از خواص تابع جزءِ صحيح اشاره می کنيم:
] (الف ] [ ]x k x k+ = + k∈Z  ؛       

                                                                                     ؛ 
 (ب

x Z
x x

x Z

0

1

 
                                                                                     ؛

دليل درستی احکام فوق را می نويسيم:
الف) گفتيم برای هر عدد حقيقی x، عدد صحيح n وجود دارد به طوری که ١ n    ≤  x < n. درنتيجه 
[ ] [ ]x k x k+ = + ] درنتيجه:  ]n x= و چون 

 

[ ]x k n k+ = + ١   n    k    ≤  x    k<n     k و بنابراين
[ ] [ ]x x x ( x)+ − = + − x∈Z و درنتيجه 0= x∈Z   آنگاه  ب) اگر 

می شود  نتيجه  تعريف  طبق  ترتيب  به   . n ١   <   x < n  و  n    <  x < n ١ آنگاه   x∉Z اگر 
[ ] [ ]x x n ( n )+ − = + − − = −1 ] درنتيجه 1 ]x n− = − ] و 1− ]x n=

ناميده  صحيح  جزءِ  تابع  دهد  نسبت  را   x صحيح  جزءِ   ، x حقيقی  عدد  هر  به  که  تابعی 
[ ]f (x) x= می شود: 

اعداد  مجموعه  تابع  اين  دامنه  پس  است  شده  تعريف  حقيقی  عدد  هر  برای  صحيح  جزءِ  چون 
Z) می باشد. حقيقی (IR) ولی برد آن مجموعه اعداد صحيح (

] رسم شده است: ),−2 2 در زير نمودار اين تابع در بازهٔ 

  
x

    
[ ]y x=

-٢  ≤   x < ١ -٢
-١  ≤   x < -١

  ≤   x < ١
١  ≤   x < ٢ ١

 
در  می توانيد  آيا  کرد.  رسم  را  [ ]y x= نمودار می توان  نيز   y    x نمودار  از  استفاده  با 

بيابيد؟ را  تابع  دو  اين  نمودارهای  بين  رابطهٔ  بالا،  نمودار 

y

x

y 2

y 1

y 0

y 1

y 2

y x
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نـمـودار   رسم  بـرای  بـه طـورکـلی 
 y  f  (x) نـمـودار  از  ]  مـی تـوانـيم  ]y f (x)=

 n    ≤  f  (x) < n  استفاده نماييم. می دانيم که اگر ١
(n∈NI)  .[ ]f (x) n= آنگاه 

 [ ]y f (x)= نـمودار   رسم  بـرای  بنابرايـن 
بازهٔ  در  آن  برُد  که   y  f  (x) نمودار از  قسمتی  هر 
آن  جای  به  و  حذف  را  قرار می گيرد   [ )n,n +1

می کنيم. رسم  را   y  n خط  قطعه 
نـمودارهـای  از  استفاده  ]  بـا  ]y sin x= و  [ ]y x= 2 تابع  دو  نمودارهای  زير  در  مثال: 

٢x  y و  y  sinx رسم شده است:

f

y n= +1

y n= [ ]f

y Sinx=

π π
2

π
2

π

1

1+

x

y

y

x

y x2
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مسائل
١ــ نمودارهای توابع زير را رسم کنيد.

] (الف ]y x= +2 1  
(ب

 

xy  =   2
  

] (ج ]y cos x= x−π ؛  ≤ ≤ π  
y (د x =  

2
−x ؛   ≤ ≤2 2  

 ( [ ]x x≤ − <0 ] را رسم کنيد (راهنمايی: ابتدا نشان دهيد 1 ]y x x= − ٢ــ نمودار تابع 
 f  (x) x∉Z نشان دهيد ١ ] و  ] [ ]f (x) x x= + + −2 ٣ــ اگر 

٤n٢>٤n٢ نشان دهيد: ٢n ٤>١n٢ ٤n ٤ــ با استفاده از نامساوی های ١
n N ؛

 
n n n + + =  
24 2 1 2  

٥  ــ معادله های زير را حل کنيد.  
](الف ]x − =3 4 ] (ب       ]x− = −1 2 5  

٦  ــ فرض کنيم x و y دو عدد حقيقی باشند ثابت کنيد:
[ ] [ ] [ ]x y x y+ = + ] يا 1+ ] [ ] [ ]x y x y+ = +   

توابع صعودی و نزولی
که  می شود  ديده  کنيد  توجه   f(x) x٢ تابع  نمودار  به  اگر 
افزايش  نيز   f  (x) مقادير   x مقادير  افزايش  با   [٠, +∞ ) بازه  روی 
می يابند. در اين حالت گوييم تابع در حال صعود است. اما اگر اين 
) نگاه کنيم، ديده می شود که با افزايش  −∞ تابع را روی بازه [٠,
مقادير x مقدار f (x) کاهش می يابد. در اين حالت گوييم تابع در 

حال نزول است. 
به طور کلی، اگر D بازه ای در دامنه تابع f باشد گوييم، f در 

 x١ , x٢ ∈D صعودی است هرگاه برای هر D بازه
x x f (x ) f (x )< ⇒ ≤1 2 1 2

x

y

O

f(x )2

f (x )1

x2x x

y

1O
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  x١ , x٢ ∈D نزولی است هرگاه برای هر D در بازه f و گوييم 
x x f (x ) f (x )< ⇒ ≤1 2 2 1

هم  می شوند  محسوب  صعودی  هم  ثابت  توابع  مثال،  برای 
نزولی. توابع يک به يک و صعودی را توابع اکيداً صعودی می نامند. 
هر  برای  اگر  فقط  و  اگر  است  صعودی  اکيداً  بازه  روی   f تابع  يک 

 x١ , x٢ ∈D

x١< x٢ ⇒ f(x١) < f(x٢)
توابع ثابت جزو توابع اکيداً صعودی نيستند. توابع يک به يک و نزولی را نيز توابع اکيداً نزولی 

 x١ , x٢ ∈D اکيداً نزولی است اگر و فقط اگر برای هر D روی بازه f می نامند. يک تابع
x١< x٢ ⇒ f(x٢) < f(x١)

) اکيداً نزولی و  −∞ مثال: با رسم نمودار تابع y  x٢ ديده می شود که اين  تابع روی بازه [٠, 
∞, ٠]  اکيداً صعودی است. روی بازه (

∞ , ٠) اکيداً  ) و ( −∞ y نشان می دهد که اين تابع روی بازه های (٠,
x

=
1 مثال: نمودار تابع 

IR نه صعودی است و نه نزولی. نزولی است، اما روی {٠}

π, اکيداً صعودی و  π −  2 2
y نشان می دهد که اين تابع روی بازه  sinx مثال: نمودار تابع

π, اکيداً نزولی است. π 
  

3
2 2

روی بازه 

مسائل
y روی چه بازه هايی صعودی و روی چه بازه هايی نزولی است. x ١ــ تعيين کنيد تابع 

y روی چه بازه هايی صعودی و روی چه بازه هايی نزولی است. sinx ٢ــ تعيين کنيد تابع 
٣ــ روی بازه [٢ , ٠] نمودار يک تابع را رسم کنيد که روی بازه [١ , ٠] صعودی و روی بازه 

[٢ , ١] نزولی باشد.
] و [١ , ٠) صعودی  ] نمودار تابعی را رسم کنيد که روی بازه (٠ , ١ ٤ــ روی بازه [١ , ١

] صعودی نباشد. باشد ولی روی بازه [١ , ١

x

y

f (x )1

f (x )2

x2x1O
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ترکيب توابع
اگر بادکنکی کروی را به گونه ای باد کنيم که شعاع آن در هر ثانيه ٢ سانتی متر افزايش يابد، حجم 

آن در هر لحظه چقدر است؟
 r را بر حسب ثانيه و t است که r ٢t به صورت t برحسب زمان r ،شعاع بادکنک باشد r اگر
 t تابعی از r .است V r= π 34

3
را برحسب سانتی متر اندازه گيری کرده ايم. حجم کره به شعاع r برابر 

. اما حجم بادکنک تابعی از زمان t است و در  V(r) r= π 34
3

r(t)  و v تابعی از r است و  ٢tاست و
) خواهد بود. اين مقدار به شکل زير محاسبه می شود: t)π 34

2
3

هر لحظه t حجم بادکنک برابر 

V(r(t)) (r(t)) ( t) t= π = π = π3 3 34 4 32
2

3 3 3

اين تابع جديد را ترکيب دو تابع V(r) و r(t) می نامند.
به طور کلی، اگر f و g دو تابع به گونه ای باشند که برای هر x در دامنه f مقدار f(x) در دامنه 
g قرار بگيرد، می توانيم مقدار g(f(x)) را محاسبه کنيم و تابع جديدی بسازيم که آن را به gof نشان 

می دهند. دامنه gof همان دامنهf است و برای هر x در دامنه f خواهيم داشت.
(gof )(x) g(f (x))

است  حقيقی  اعداد  تمام  تابع  دو  هر  دامنه  چون   g(x) x٣ و   f (x) ٢x تابع  دو  برای  مثال: 
می توانيم هر دو ترکيب gof و fog را انجام دهيم و داريم

(gof )(x) g(f(x)) g(٢x) (٢x)٣ ٨x٣

(fog )(x) f(g(x)) f(x٣) ٢x٣

در همين مثال ديده می شود، دو ترکيب fog و gof لزوماً با هم مساوی نيستند.
 fog تمام اعداد حقيقی است و ترکيب f دامنه ، g(x) x= f(x) و  x مثال: برای دو تابع ١

قابل انجام است و داريم
(fog)(x) f (g(x)) f ( x ) x x [ , )= = = − ∈ ∞1 0

∞,٠] است.  اما ترکيب gof قابل انجام نيست زيرا برد f تمام IR است در حالی که دامنه g فقط بازه (
∞ , ٠] قرار  ∞,١] محدود کرد تا برُد آن در ( برای آن که ترکيب قابل انجام باشد، می توان دامنه f را به بازه (

گيرد، در اين حالت داريم
(gof )(x) g(f (x)) g(x ) x x [ , )= = − = − ∈ ∞1 1 1
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، ترکيب fof قابل انجام است و  f (x)
x

=
1 مثال: برای تابع  

(fof )(x) f (f (x)) f x x IR { }
x

x

 = = = = ∈ − 
 

1 1
0

1

g(x)، هر دو ترکيب fog و gof قابل انجام است و  sinx و f(x) x مثال: برای دو تابع 
(fog)(x) f(g(x)) f(sinx) sinx
(gof  )(x) g(f  (x)) g( x ) sin x

تابع وارون
اگر طول ضلع يک مربع را به x و مساحت آن را با s نشان دهيم، s تابعی از x است و داريم 
کنيم  حساب   s برحسب را   x می توانيم  s x٢ معادله  طريق  از  و  است   s از تابعی  نيز   x اما  .s(x) x٢

. اگر طول ضلع مربع را با l و مساحت مربع را با x نشان دهيم اين تابع به صورت  x s= و داريم 
l(x) در می آيد. در اينجا با دو تابع s(x) و l(x) روبه رو هستيم که هر کدام عکس عمل ديگری  x=

را انجام می دهد، يعنی 
y l(x)⇔ s(y) x

اين گونه توابع را وارون يکديگر می نامند.
اين طور نيست که هر تابعی دارای تابع وارون باشد، شرط وجود تابع وارون برای يک تابع  f آن 
y دارای جواب منحصر به فردی مانند x  در دامنه f باشد.  f(x) معادله f در برُد y است که برای هر

اين به معنای يک به يک بودن f است.
y وارون پذير نيست زيرا يک به يک نيست. اما اگر دامنه اين تـابع را بـه بـازه  xمثال: تابع ٢
∞−) محدود کنيم تابعی يک به يک می شود و وارون پذير خواهد بود. برای محاسبه تابع وارون آن،  ,٠]

.x∈( −∞ x ،y را بر حسب y محاسبه می کنيم و در محاسبه توجه داريم که [٠, xدر معادله ٢
y x x y x y= ⇒ = ± ⇒ = −2

y بـا دامنه  xبه دست می آيد که تابع وارون ٢ y x= − بـا تبديل y به x  و تبديل x به y تابع 
) است. −∞ ,٠]
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IR يک به يک است و وارون پذير است. برای محاسبه تابع  y با دامنه {٠}
x

=
3

1 مثال: تابع 
وارون، x را برحسب y محاسبه می کنيم.

y x x
y yx

= ⇒ = ⇒ =3
3 3

1 1 1

y است.
x

=
3

1 y به دست می آيد که تابع وارون 
x

=
3

1 با تبديل y به x و تبديل x به y تابع 

IR يک به يک است زيرا  xy با دامنه {١}
x

+
=

−
2 1

1
مثال: تابع 

x x ( x )(x ) ( x )(x )
x x

+ +
= ⇒ + − = + −

− −
1 2

1 2 2 1
1 2

2 1 2 1
2 1 1 2 1 1

1 1

x x x x x x x x⇒ − + − = − + −1 2 1 2 1 2 2 12 2 1 2 2 1

x x x x⇒− + = ⇒ =1 2 1 23 3 0

 y حسب بر  را   x ، xy
x

+
=

−
2 1

1
معادله  در  وارون  تابع  محاسبه  برای  و  است  وارون پذير  تابع  اين  پس 

حساب می کنيم.
xy y(x ) x x(y ) y
x

+
= ⇒ − = + ⇒ − = +

−
2 1

1 2 1 2 1
1

yx
y
+

⇒ =
−

1
2

xy
x

+
=

−
2 1

1
xy به دست می آيد که تابع وارون تابع 

x
+

=
−
1
2

با تبديل y به x و تبديل x به y تابع 
است.

اگر g تابع وارون تابع f باشد، f نيز تابع وارون تابع g است و دامنه f برابر برد g و دامنه g برابر 
برد f است و نمودار اين دو تابع نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه يکديگرند.
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O x

g

y

f

  [٠,∞ ) دامنه  با   y x٢ و   y x= تابع  دو  مثال: 
وارون يکديگرند.

O x

y

y x2

y x

و  است  خودش  وارون   y
x

=
1 تابع  مثال: 

نمودارش نسبت به نيمساز ربع اول و سوم متقارن است.

O

y

x
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با توجه به تعريف تابع وارون، مشخص است که اگر تابع f با دامنه D١ و تابع g با دامنه D٢ وارون 
يکديگر باشند داريم

g(f(x)) x         x∈D١

f(g(x)) x         x∈D٢

بر عکس، اگر اين تساوی ها برقرار گردند، می توان نتيجه گرفت f و g وارون يکديگرند.

.(fof  )(x) x وارون خود است زيرا f (x)
x

=
1 مثال: تابع 

 IR xg(x) با دامنه {٠}
x
−

=
1 IR وارون تابع  { f با دامنه {١ (x)

x
=

+
1
1

مثال: تابع 
است زيرا

xf (g(x)) f ( ) xx x xx
x x

−
= = = =

− − +
+

1 1 1
1 1

1

x
x xg(f (x)) g( ) x

x
x x

+ −
−

+ += = = =
+

+ +

1 1 1
11 1 1

1 11
1 1

 ag(x) log x= f(x) با دامنه IR وارون تابع  ax تابع a  مثال: برای هر عدد مثبت a که 1≠
∞,٠) است و  با دامنه (

alog x
af (g(x)) f (log x ) a x x ( , )= = = ∈ ∞0

X
x

aag(f (x)) g(a ) log x x IR= = = ∈
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مسائل
k(x)  ترکيب توابع زير را حساب کنيد. ٢xو  g(x)

x
=
1 f(x) و  x٢ ١ــ برای توابع ١

fog ,  gof ,  fok ,  kof ,  fof ok
ترکيب   g(x) x= −1 تابع  برای  که  کنيد  محدود  گونه ای  به  را   f(x) ٣x ١ تابع  دامنه  ٢ــ 

gof قابل انجام باشد و gof را حساب کنيد.
f آيا ترکيب fof قابل انجام است؟ دامنه f را به گونه ای محدود  (x) x= −1 ٣ــ برای تابع 

کنيد که fof قابل انجام باشد.

خود  وارون  تابع  اين  که  کرد  تعيين  گونه ای  به  را   c و  a می توان آيا   axy
x c

+
=

−
1 تابع  در  ٤ــ 

باشد؟
y را به گونه ای محدود کنيد که وارون پذير باشد و وارون آن را به دست  x٢ ٢x ٥  ــ دامنه تابع

آوريد.
٦  ــ آيا تابع زير وارون پذير است؟ وارون آن را به دست آوريد.

x x
f (x)

x x

 ≤= 
− <

2

2

0

0

 وارون پذير است و وارون آن را به دست آوريد.
x

xf (x) −
=

+
2 1

2 1
٧ــ ثابت کنيد تابع 
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دنباله ها
در رياضی ٢ با مفهوم کلی دنباله های عددی و به طور خاص با دنباله های حسابی و هندسی آشنا 
شديم. در آنجا گفته شد «هر تعدادی از اعداد که آن ها را پشت سرهم نوشته باشيم يک دنباله از اعداد 

تشکيل می دهند».
در واقع هر موقع مجموعه ای از اعداد را شماره گذاری می کنيم دنباله ای در دست داريم و هر 
عدد از دنباله را جملهٔ دنباله می ناميم. در دنبالهٔ با نام u، جملهٔ اول، جملهٔ دوم، …، جمله nاُم، …، آن 

را به ترتيب با u١، un،… ،u٢، … نشان داديم. un را جملهٔ عمومی دنباله نيز می ناميم.
un است. شش جملهٔ ابتدای اين دنباله چنين است: n٢ ٤n مثال: جملهٔ عمومی دنباله ای

١٢ , ٥ , ٠ , ٣ ,٤ ,٣, …
N) و  هم چنين می توان دنبالهٔ نامتناهی را تابعی درنظر گرفت که دامنه آن مجموعه اعداد طبيعی (
مقادير آن اعداد حقيقی است. دنبالهٔ مثال قبل را می توان در جدولی به صورت زير که نوعی از نمايش 

تابع است نشان داد:
٦ ٥ ٤ ٣ ٢ ١ …n
-١٢ ٥  ٣- ٤- ٣ …un

Nاست. مانند دنبالهٔ عددهای  دنباله می تواند متناهی نيز باشد. در اين صورت دامنه آن بخشی از 
طبيعی اول يک رقمی: ٧ ، ٥ ،  ٣ ، ٢.

تمرين: پنج جملهٔ ابتدای هر يک از دنباله های زير را بنويسيد. (در صورت لزوم می توانيد از 
ماشين حساب استفاده کنيد.)

an (الف ١ ٣n ب) n
nb ( )= ×

1
3

2
cn (ج  ( ١)n nd (د ١

n
=

+
1
1

n (هـ
ne ( )

n
= +

1
1 n (و 

n(n )f +
=

1
2  

n (ز
ng ( / )= −

7
1 0 1

9
n (ح 

nh
n

=
+
2
3

مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی
را  زير  روش  می توان   ١٠١ و   ١٠٢ و  و …   ١٥٠ دنبالهٔ  جملات  مجموع  آوردن  به دست  برای 

به کار برد:
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  ١٠١ ١٠٢ … ١٥٠
١٥٠ ١٤٩ … ــــــــــــــــــــــــــــــ١٠١

    ٢٥١ ٢٥١ … ٢٥١ مجموع جملات ⇒٢٥١×٥٠  50
2

 ×(١٠١ ١٥٠)
و اگر مجموع اعداد فرد آن دنباله يعنی مجموع جملات دنبالهٔ ١٤٩ و … و ١٠٣ و ١٠١ مورد نظر باشد 

به طريق مشابه:
  ١٠١ ١٠٣ … ١٤٩
١٤٩ ١٤٧ … ــــــــــــــــــــــــــــــ١٠١

    ٢٥٠ ٢٥٠ … ٢٥٠ مجموع جملات ⇒٢٥٠×٢٥  25
2

 ×(١٠١ ١٤٩)
در دو مثالِ فوق اولی دنباله ای حسابی است با جملهٔ اول ١٠١ و جملهٔ آخر ١٥٠ و تعداد جمله 
٥٠ و دومی دنباله ای حسابی با جملهٔ اول ١٠١ و جملهٔ آخر ١٤٩ و تعداد جملهٔ ٢٥است. در حالت کلی 

در دنبالهٔ حسابی با جملهٔ اول a و جملهٔ آخر an و تعداد جملهٔ n نيز می توان نوشت:
  a a٢ … an

an an ١ … aــــــــــــــــــــــ
 (a an) (a an) … (a an) n(a an)⇒ مجموع جملات  n

2
 (a an)  

n n
ns (a a )= +
2

بنابراين اگر مجموع n جملهٔ ابتدای دنباله را با sn نشان دهيم: 

( )+ =
33

3 99 1683
2

مثال: مجموع اعداد طبيعی مضرب ٣ کوچکتر از ١٠٠ برابر است با 
 ٣٣ جمله ها  تعداد  ٩٩ و  آخر  جملهٔ   ٣ اول  جملهٔ   ١×٣ ٢×٣ و  ٣٣×٣ و … و  حسابی  دنبالهٔ  در  زيرا 

است.
دستور   از  جملهٔ nاُم   ،d نسبت قدر  و   a اول  جملهٔ  با  حسابی  دنباله ای  در  می دانيم  طرفی  از 

an به دست می آيد. در نتيجه: a (n ١)d
n

ns [ a (n )d]= + −2 1
2

مثال: محصول توليد لوله های فولادی کارخانه ای، در آغاز سال ١٣٩٠ برابر ١٥ ميليون تن 
می باشد. قرار است توليد اين لوله ها هر سال نسبت به سال قبل ٤ ميليون تن افزايش يابد. مجموع توليد 

لوله ها در دههٔ ٩٠ را پيش بينی کنيد.
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a١ تن. قدر نسبت  پاسخ: مقدار توليد لوله ها در سالِ اول يعنی سال ١٣٩٠ برابر است با ١٩
n است، پس d و تعداد سال های يک دهه ١٠ اين دنبالهٔ حسابی ٤

 s [ ( ) ( )( )]= + − =10
10

2 19 10 1 4 370
2  

 تن
دنبالهٔ ٢٦٣, … , ٨ , ٤, ٢, ١ را در نظر بگيريد. اين دنباله، دنباله ای است هندسی با جملهٔ عمومی 

.٢n ١

برای به دست آوردن مجموعِ ٦٤ جمله ابتدای آن می نويسيم:
s٦٤ ٢٠ ٢١ ٢٢ … ٢٦٣

طرفين تساوی اخير را در ٢ ضرب می کنيم:
٢×s٦٤ ٢١ ٢٢ ٢٣ … ٢٦٤

سپس طرفين دو تساوی اخير را از هم کم می کنيم نتيجه می شود:
s٦٤ ٢٦٤ ١

, که  , ,1 1 1
3 9 27

به عنوان مثالی ديگر می خواهيم مجموعِ n  جملهٔ ابتدای دنبالهٔ هندسی 

)n است را به دست آوريم: )1
3

جملهٔ عمومی آن 
n ns = + + + +

1 1 1 1
3 9 27 3

1 ضرب می کنيم:
3

طرفين اين تساوی را در 

n ns +× = + + + +
1

1 1 1 1 1
3 9 27 81 3

طرفين دو تساوی اخير را از هم کم می کنيم. نتيجه می شود:

n n( )s +− = −
1

1 1 1
1

3 3 3

n
n n

( )
s ( )

−
= = −

−

1 1
1

1 13 3 1
1 2 31
3

از ايده ای که در دو مثال قبل به کار رفت می توان استفاده نمود و مجموع n جملهٔ دنبالهٔ هندسی 
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با جملهٔ اولِ a و قدر نسبت qرا به دست آورد:
sn a aq aq٢ … aqn ١

q×sn aq aq٢ aq٣ … aqn

طرفين دو تساوی اخير را از هم کم می کنيم:
(١ q)sn a aqn

و در نتيجه:
n

n
a( q )s , q

q
−

= ≠
−

1
1

1

از اين دستور می توان برای محاسبهٔ مجموع هر تعداد جملهٔ يک دنبالهٔ هندسی استفاده نمود.

n را به دست می آوريم. اين دنباله، دنباله ای 
na ( )= −

3
2

2
مثال: مجموع ده جملهٔ ابتدای دنبالهٔ 

. است هندسی با جملهٔ اول ٣ و قدر نسبت ٢
( ( ) )s ( )

( )
− − −

= = − − =
− −

10

10
3 1 2

1 1024 1023
1 2
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حد مجموع جملات دنبالهٴ هندسی نزولی
گفتيم برای محاسبهٔ مجموع n جملهٔ ابتدای دنبالهٔ هندسی از دستور زير استفاده می کنيم:

n

n
a( q )s

q
−

=
−

1
1

qn کوچکتر می شود. به عبارت ديگر هر گاه n بی نهايت  q آنگاه با بزرگتر شدن n مقدار  اگر ١>
qn بی نهايت کوچک می شود. به عبارت ديگر حد qn در بی نهايت صفر می شود و  بزرگ شود مقدار 

a می شود.
q−1

در نتيجه حد عبارت فوق برابر با 

مثال: مجموع تمام جملاتِ دنبالهٔ زير (حد مجموع جملات دنباله) را حساب می کنيم.

, , , , ,− −
1 1 1

3 1
3 9 27

s /
( )

= = = =
− −

3 3 9
2 25

1 4 41
3 3

مسائل
١ــ مجموع همهٔ عددهای طبيعی مضرب ٧ و کوچکتر از ١٠٠٠ را به دست آوريد.

٢ــ در يک دنبالهٔ حسابی جملهٔ پنجم ١٩ و جملهٔ دهم ٣١ است. مجموع بيست جملهٔ ابتدای 
اين دنباله را به دست آوريد.

آن،  اول  جملهٔ  پنج  مجموع  و  بوده   ٢ آن  اول  جملهٔ  که  کنيد  مشخص  حسابی  دنباله ای  ٣ــ 
يک سوم مجموع پنج جملهٔ بعدی باشد.

.١ ٣ ٥ … (٢n ١) n٤ــ نشان دهيد ٢
٥   ــ مجموع شش جملهٔ ابتدای يک دنبالهٔ هندسی ٩ برابر مجموع سه جملهٔ ابتدای آن دنباله 

است. قدر نسبت اين دنباله را بيابيد.
٦  ــ احمد می خواهد پول های خود را پس انداز کند. او روز اول ١٠٠٠ تومان در صندوق خود 
قرار می دهد و قرار می گذارد هر روز ٠/٩٩ پول واريزی روز قبل را به صندوق اضافه کند. پس از ٢٠ 
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روز او چقدر پول در صندوق خواهد داشت؟ نشان دهيد پول صندوقِ او هيچگاه از ١٠٠,٠٠٠ تومان 
بيشتر نخواهد شد.

٧ــ برای محافظت از تابش های مضر مواد راديواکتيو لايه های محافظتی ساخته شده است که 
شدت تابش ها پس از عبور از آن ها نصف می شود. حداقل از چند لايه بايد استفاده کنيم تا شدت تابش 

٩٧ درصد کاهش يابد؟
٨   ــ با استفاده از دستور محاسبهٔ مجموع جملات دنبالهٔ هندسی، درستی اتحادهای زير را نشان 

دهيد.
xn (الف ١ (x ١)(xn ١ xn ٢ … x ١)
xn (ب ١ (x ١)(xn ١ xn ٢ … x ١)

٩ــ با استفاده از اتحاد (الف) در مسئله قبل درستی اتحاد زير را نشان دهيد.
an bn (a b)(an ١ an ٢.b … abn ٢ bn ١)

∞+ است که قبلاً (در رياضی ٣)  حد دنباله ها: مفهوم حد دنباله ها مُشابه مفهوم حد تابع در 
بيان گرديد.

 به صفر نزديک و نزديکتر 
n +
1
1

 زيرا با بزرگ شدن عدد طبيعی n عدد 
n
lim

n→∞
=

+
1

0
1

مثال: 

 را به ٠ نزديک کنيم به شرط آن که n را 
n +
1
1

می شود. به عبارتی ديگر هر چقدر بخواهيم می توانيم 
به قدر کافی بزرگ کرده باشيم.

ناميده  همگرا  دنباله  يک  باشد  حقيقی  عددی  آن  حد  و  بوده  حد  دارای  که  دنباله  هر  تعريف: 
می شود.

n همگرا می باشد زيرا به ترتيب 
nb
n

+
=

+

2

2

2

1
n و 

na
n

=
+
2
3

به عنوان مثال هر يک از دنباله های 
دارای حدی برابر ٢ و ١ هستند. اصطلاحاً گوييم اين دنباله ها به ترتيب به ٢ و ١ همگرا هستند.

nc و با بزرگ شدن n به عدد خاصی 


= −

1

1
cn همگرا نيست زيرا            ( ١)n امّا دنباله ١

عددی  و  است   +∞ آن  حد  زيرا  نيست  همگرا   n
n(n )f +

=
1

2
دنبالهٔ  هم چنين  نمی شود.  نزديک 

حقيقی نيست.
بعضی دنباله های خاص: دنباله های صفحهٔ بعد را در نظر بگيريد:

n فرد،
n زوج،
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n na : , , , , ,=
1 1 1 1 1

1
2 4 8 162

n

n
( )b : , , , , ,

n

+− −
= −

11 1 1 1 1
1

2 3 4 5

cn n٢٥ ,١٦ , ٩ , ٤ ,٢:١, …

دنبالهٔ a چنان است که با افزايش شمارهٔ جمله، مقدار جمله کاهش می يابد. a نمونه ای از يک 
دنباله نزولی است. دنباله c چنان است که با افزايش شمارهٔ جمله، مقدار جمله افزايش می يابد. c مثالی 
از يک دنباله صعودی است. دنبالهٔ b نه صعودی است و نه نزولی. زيرا برای برخی از افزايش شماره ها 
 a مقدار جمله کاهش و برای برخی از افزايش شماره ها، مقدار جمله افزايش می يابد. در دنبالهٔ نزولی

.b١<b٢<bداريم: …>٣ b و در دنبالهٔ صعودی a١>a٢>aداريم: …<٣
دنباله  يک  را  دنباله  اين  آنگاه   n nu u +≤ 1 همواره  که  باشد  چنان   un دنبالهٔ  هرگاه  تعريف: 

un<un آنگاه دنباله را اکيداً صعودی می ناميم. صعودی می ناميم. اگر همواره ١
n آنگاه اين دنباله را يک دنباله نزولی  nv v +≥ تعريف: هرگاه دنبالهٔ vn چنان باشد که همواره 1

vn>vn آنگاه اين دنباله را اکيداً نزولی ناميم. ناميم و اگر ١
در هر دو حالت صعودی يا نزولی ، دنباله را يکنوا می نامند.

نظر  در  را   na
n

=
1 دنبالهٔ  می رسانيم.  پايان  به  دنباله ها  باب  در  ديگری  مفهوم  با  را  بخش  اين 

 n
nb
n

+
=

+

2

2

2 3

1
بگيريد. همواره ٢>an. عدد ٢ يک کران بالا برای اين دنباله است. يا برای دنبالهٔ 

.bn<عدد ٣ يک کران بالاست. زيرا همواره ٣
تعريف: فرض کنيم α عدد حقيقی ثابتی باشد به قسمی که همواره un<α. در اين صورت α را 
يک کران بالا برای دنبالهٔ  un گوييم و دنباله un را که دارای حداقل يک کران بالا باشد يک دنباله از 

بالا کراندار می ناميم.
، همواره ٠<an. عدد ٠ يک کران پايين برای اين دنباله است. هر يک  n

na
n

=
+

3

21
برای دنبالهٔ 

cn نيز دارای کران پايين هستند. ( ١)n و n
nb
n

+
=

+

2

2

2 3

1
از دنباله های 
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تعريف: هرگاه عدد حقيقی ثابتی مانند β يافت شود به قسمی که همواره vn>β دنبالهٔ vn را يک 
دنباله از پايين کراندار ناميده و β را يک کران پايين دنباله vn گوييم.

تعريف: دنباله ای که هم از بالا و هم از پايين کراندار باشد دنبالهٔ کراندار گوييم.
 ( ١)nn و   ٢n ٣ و   n

n+

3

21
دنباله های  ولی  کراندارند   ( ١)n و   n

n
+
+

2

2

2 3

1
و   

n
1 دنباله های 

کراندار نيستند.

مسائل
و  صعودی اند  نه  کدام  و  نزولی  کدام  صعودی،  کدام  زير  دنباله های  از  کنيد  بررسی  ١ــ 

نه نزولی اند.

un (الف ( ١)n un (ب ١ ٣n (ج ١ nu
n

=
+2

1

1

n (د n
nu =
2

2
 (هـ 

n

nu
n

=
3

3 n (و 
n(n )u +

=
1

2

٢ــ دنباله ای مثال بزنيد که هم صعودی باشد و هم نزولی.
٣ــ دو دنباله مثال بزنيد که از بالا کراندار بوده ولی از پايين کراندار نباشند.
٤ــ دو دنباله مثال بزنيد که از پايين کراندار بوده ولی از بالا کراندار نباشند.

٥  ــ دو دنباله کراندار مثال بزنيد.
٦  ــ دو دنباله مثال بزنيد که نه از بالا کراندار باشد و نه از پايين.

n را محاسبه کنيد. آيا اين 
ne ( )

n
= +

1
1 ٧ــ با استفاده از ماشين حساب ده جمله نخست دنبالهٔ 

دنباله کراندار است؟ (حدس بزنيد)
n است را محاسبه کنيد. آيا 

nu ( )
n

= −
1

1 ٨   ــ پنج جمله نخست دنباله ای که جملهٔ عمومی آن 
اين دنباله کراندار است؟
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کاربرد تابع نمايی (رشد و زوال)
معرفی عدد e: يکی از اعدادی که در ساختمان طبيعت فراوان به کار رفته است عددی است گنگ 

e  نمايش داده و بسطِ اعشاری آن تا چند رقم اعشار برابر است با …٢/٧١٨٢٨١ e که با حرف
اين که اين عدد چيست و از کجا پيدا شده، بحث مفصلی دارد و ما در اين بخش تنها به ماهيتِ 
)n را به طور  )

n
+
1

1 رياضی اين عدد می پردازيم. در مسأله ٧ انتهای فصل قبل، ده جملهٔ نخست دنباله 
تقريبی و با دقتِ چند رقم اعشار نوشتيم. يکبار ديگر آن جملات را می نويسيم:

…١٠٩٨٧٦٥٤٣٢١n

…٢/٥٩٣٧٢/٥٨١١٢/٥٦٥٧٢/٥٤٦٤٢/٥٢١٦٢/٤٨٨٣٢/٤٤١٤٢/٣٧٢/٢٥٢ n( )
n

+
1

1

)n بزرگ و بزرگتر می شود (دنباله صعودی است) ولی می توان  )
n

+
1

1 مشاهده می کنيم که حاصل 
ثابت کرد هميشه کوچکتر از ٣ باقی می ماند. در رياضياتی عاليتر ثابت می شود که هر دنبالهٔ صعودی و از 

بالا کراندار همگراست و دنبالهٔ فوق نيز به عددی حقيقی همگراست که آن را عدد e می ناميم.
)n را که عددی است حقيقی و گنگ با e نشان می دهيم. )

n
+
1

1 تعريف: حد دنبالهٔ 
n

n
e lim ( )

n→∞
= +

1
1  

امروزه با استفاده از کامپيوترهای پيشرفته، تقريب اعشاری e را تا بيش از يک ميليون رقم بعد 
از مميز محاسبه کرده اند.

يادداشت تاريخی: e را به افتخار جان نپر (John Napier) رياضيدان اسکاتلندی عددِ نپر 
ناميده اند. نپر نويسنده اسکاتلندی (تولد ١٥٥٠ و وفات ١٦١٧ ميلادی) بود که مطالعاتی در رياضيات 
و الهيات داشته است. نپر در واقع مخترع لگاريتم است که اين مفهوم را برای ساده ترکردن محاسبات 

وضع کرده است.

e در پديده های طبيعی
وقتی تعداد معينی باکتری را در يک آزمايشگاه کشت می دهيم، جمعيت آن ها با گذشت زمان 
به شدت افزايش می يابد. هرگاه f (t) تعداد باکتری ها پس از t دقيقه از شروع کشت باشد آنگاه f (t) از 

مدل زير پيروی می کند.
f (t)    Be٠/٠٤  
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x1

0/ 4

1

y

0/1

0/2

0/ 3

2 2

که در آن B عددی است ثابت.
خودرو) با گذشت زمان و استفاده از خودرو کاهش می يابد.  قيمت يک محصول صنعتی (مثلاً 

هرگاه V (t) قيمت يک محصول صنعتی بعد از t سال از خريد آن باشد، V (t) تابعی به صورت زير است:
V (t)    Be (B مقدار ثابت)    ٠/٠٢  

کميت هايی  توزيع  تابع  می دانيم 
قطر  اندازه گيری  خطای  وزن،  قد،  مانند 
در  کارخانه،  يک  در  توليد   شده  لوله های 
يک  دارای  هنجار  نمونه ای  جامعه  يک 

نمودار ميله ای به شکل روبه رو است.

اگر تعداد نمونه ها (تعداد ميله ها) را افزايش دهيم و نقاط انتهايی ميله ها را به هم وصل کنيم يک 
منحنی به دست می آيد که نمودار آن به شکل زير است:

x
11

y

2 2

اين  معادله  می ناميم.  طبيعی)  طبيعی (چگالی  توزيع  نمودار  يا  زنگوله ای  نمودار  را  نمودار  اين 
نمودار به صورت زير است:

x

f (x) e
−

=
π

2

21

2
 

جهان مملوّ از پديده ها است. در هر پديده کميت يا کميت هايی برحسب کميت های ديگر (مثلاً زمان) 
تغيير می کنند. اين تغيير ممکن است به صورت افزايشی باشد که در اين صورت پديده رشد را خواهيم 
داشت و يا آن که به صورت کاهشی باشد که آن را زوال می ناميم. افزايش جمعيت باکتری ها نمونه ای از رشد 
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است در حالی که کاهش قيمت مصنوعات صنعتی نمونه ای از زوال می باشد. تبديل مواد راديواکتيويته 
سنگين به عناصر سبک تر مستلزم کاهش مقدار اوليّه مواد راديواکتيو می باشد و اين پديده نيز نمونه بارزی 

از زوال می باشد.
بعضی از تغييرات توابع، همچون تابع توزيع طبيعی، منحصراً رشد يا زوال نيستند بلکه ترکيبی 

پيچيده تر دارند.
آن ها  تغييرات  مدل  که  دارد  وجود  بسياری  و  متنوع  پديده های  جهان  در  که  کنيم  تصور  وقتی 

متضمن عدد e (عدد نپر) می باشد، به اهميت e بيشتر پی می بريم.
بی سبب نيست که لگاريتم در پايه e را لگاريتم طبيعی می نامند.

در مسائل اجتماعی و اقتصادی نيز ما به عدد e نيازمنديم. وقتی P ريال را به صورت مشارکت 
توليدی)  شرکت  يا  (بانک  اعتباری  مؤسسه  يک  در  پيوسته  درصد   ١٠٠i نرخ  با  سرمايه گذاری  در 

سرمايه گذاری می کنيم، سرمايه ای که پس از t سال حاصل می شود از مدل زير پيروی می کند.
A    Pe  

تابع نمايی طبيعی ــ تابع لگاريتم طبيعی
در رياضی ٢ با تابع نمايی و تابع لگاريتم و برخی ويژگی های آن ها آشنا شديد. با انجام تمرين زير 

مطالب گذشته را يادآوری نموده، سپس به نوع خاصی از اين توابع وکاربرد آن ها می پردازيم.
تمرين: 

١ــ با استفاده از نماد لگاريتم، رابطه های داده شده را به صورت ديگر بنويسيد.
١٠ (ب             ٨١    ٤ ٣ (الف − (ج          ٠/٠٠١   ٣ =2 1

5
25

02= (د            1  

 (هـ
 

=
2
38 4 − (و             

=
3
4 1

625
125

e (ز          =0 ) (ح                  1 ) =
7
21 1

4 128
 

٢ــ رابطه های داده شده را به صورت نمايی بنويسيد.
log (د    ٣    ١٠١٠٠٠  log  (ج             ٢    ٦٤   ٨  log (ب        ٠    ١٠١  log (الف =8

1
2

3
 

log (هـ = −1
3

9 2 log (و         = −16
1 3

8 4
log (ز     = −1

2

64 6 log (ح    =32
1

2
5

 
٣ــ مقدار لگاريتم های داده شده را به دست آوريد.

log2 (ب             ١٠١٠٠  log (الف 
1

8
٦        ٦  log (د            ٩  ٢٧  log (ج               
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log27 (هـ
1

81
log (و              1

4

1

32
elog (ح            log  e١ (ز             e  

٤ــ معادله های زير را حل کنيد.
log (الف x = −1

3

4 log (ب      (x )− =2 1 3 log (ج     x =1
9

5

2
٣x)  log (د    ١) ٢ 

٢x)  log (هـ ١)  log  (x ٧) log٢ (و             ٧log  x log(x ١) ١  
٢x)   (ز ٢)(١x ٣) ١٠ (ح                                     ٠ og(x ١) ٣  

٥  ــ از روابط زير کدام درست و کدام نادرست است؟ (c, b, a اعداد حقيقی مثبت و c مخالف 
صفر است.)

log  c  a      log cb     log c(a (الف b)     ب) log  c  a   log cb      log c  (ab)  

c (ج c c
alog a log b log ( )
b

− = log  c  a  log cb      log c  (a (د   b)  
            log  c   an        nlog c a (و    log  c  an      (log c a) n (هـ
m  (ز

n
cc

nlog a log a
m

=   log  c m    a n       mnlog c  a (ح   
٦  ــ ابتدا جدول را کامل کنيد. سپس نمودارهای توابع زير را در يک   صفحهٔ مختصات رسم کنيد.

                                    y log٢x       ,       y ٢x 

 

    
 

y log x= 1
2

 ,
 

xy ( )=
1

2

x

x

x

log x

( )

log x

− − −

2

1
2

3 2 1 0 1 2 3

2

1

2

 

٧ــ جدول زير را در نظر بگيريد:
٤٧٧/٣/…٦٩٩/…٨٤٥/……١ لگاريتم عدد١
  عدد١٩٨٧٦٥٤٣٢١
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٧. جدول  ١٠٠ هر عدد در رديف دوم برابر است با ١٠ به توان عدد نظير از رديفِ اول. برای مثال ٨٤٥
را کامل کنيد و مقدار عددی هريک از عبارت های زير را به دست آوريد. (در جدول، لگاريتم اعداد با 

دقت تا سه رقم اعشار آمده است.)
٣٢  log (ب             (١٠٧*٢)  log (الف ٥٦      log (ج              

log (هـ               ٣٠٠٠٠٠    log (د   =6 ٣٩٢      log (و           
تابع نمايی طبيعی: وقتی پايه تابع نمايی عدد e باشد تابع نمايی حاصله را تابع نمايی طبيعی 
می ناميم؛ به عبارت ديگر تابع نمايی طبيعی تابع با ضابطهٔ f  (x)    ex   (x∈IR) می باشد که در آن e عدد 

نپر است.
دامنه تابع نمايی طبيعی مجموعه اعداد حقيقی IR و برد آن مجموعه اعداد حقيقی مثبت است.

اکنون بخشی از نمودار تابع نمايی طبيعی را رسم می کنيم. ابتدا مقادير تابع نمايی طبيعی را که 
متناظر بعضی از مقادير x هستند در يک جدول درج می کنيم.

اين مقادير را با استفاده از ماشين حساب نيز می توان به دست آورد.
 

٢/٥٢١/٥١/٥- /٢-١-٥x
١٢/٢٧/٤٤/٥٢/٧١/٥١/٦/٤/١ex

سپس نقاطی از صفحه مختصات را که مختصاتشان در جدول آمده مشخص کرده و اين نقاط را 
با يک منحنی هموار به هم وصل می کنيم تا بخشی از نمودار تابع نمايی طبيعی به دست آيد.

o x

y

1

e
3x

e
2x

e
x

o x

y

1

e
−3x

e
−2x

e
−x
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در بسياری از شاخه های علمی با مدل های رياضی که شامل توان های e است سر   و  کار داريم 
(يک مدل رياضی رابطه يا معادله ای است که بين متغيرهای يک پديده يا مشتقات آن ها برقرار است). 

بعضی از اين مدل ها همان هايی هستند که رشد يا زوال نمايی ناميده می شوند. معادله (مدلی) به فرم  
f  (t)    Bek             (  t  ≥  ٠)                                                                        (٭) 

که در آن B و k ثابت و مثبت اند، تابعی با رشد نمايی را تعريف می کند. در فصل بعد خواهيم ديد که 
از  بخشی  رسم  برای  دارد.  نمايی  رشد  تابع  اين  باشد.  آن  اندازهٔ  با  متناسب  تابعی  رشد  آهنگ  هرگاه 
 t افزايش با  مثبت است که  عددی  همواره   f  (t) اين که نيز  کنيم که B    (٠)  f و  بايد توجه  نمودار (٭) 
افزايش می يابد. نمودار توابعی که با رشد نمايی تعريف می شوند، به نام توابع رشد موسوم اند و به شکل 

(k >٠  ) .زير می باشند

B

y

to

y Bekt

معمولاً متغير t در اين گونه توابع متغيّر زمان می باشد. 
 V  (t)     Be٢ مثال: در يک کشت نمونه ای از باکتری ها، تعداد باکتری ها در زمان t از مدل   
پيروی می کند، که در آن B مقدار ثابت مثبتی است. هرگاه در لحظهٔ   ٠      t ( شروع آزمايش  ) ١٠٠٠ 

باکتری کشت داده شده باشند، پس از ٢ ثانيه از شروع چند باکتری وجود دارد؟
حل: داريم

  ١٠٠٠      V(٠)    B  e  ٠*٢   B   
بنابراين   ١٠٠٠    B. پس معادله تعداد باکتری ها به صورت

V  (t)    ١٠٠٠e٢        
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 ،t     درمی آيد. اکنون با قرار    دادن ٢
V  (٢)    ١٠٠٠e١٠٠٠     ٢*٢  *  e٥٤٠٠٠   ≈  ٤   

يعنی پس از ٢ ثانيه از شروع کشت ٥٤٠٠٠ باکتری وجود دارد (مقدار تقريبی). 
f  (t)    Be باشد که در آن B و k مثبت اند، گوييم اين تابع از مدل  k     هرگاه معادله تابع به شکل
 f  (t)    و f  (٠)    B نزول نمايی پيروی می کند، يا اصطلاحاً تابع را يک تابع زوال می ناميم، با توجه به اين که

همواره عددی مثبت است که با افزايش t نقصان می يابد. نمودار چنين تابعی به شکل زير است.

B

y

xo
f (t) Be kt k >0

مثال زير يک پديده را که مدل رياضی آن از تابع نزول نمايی پيروی می نمايد ارايه می کند. 
مثال: قيمت يک محصول صنعتی با استفاده از آن و گذشت زمان کاهش می يابد. فرض کنيم 

V (t) قيمت يک محصول (ابزار يا خودرو) بعد از t سال از خريد آن باشد. هرگاه بدانيم که 
V  (t)    Be ٠ ٠٢    

باشد)  نو  که  تومان (وقتی   ١٠٠٠٠٠٠ قيمت  به  محصول  اين  چنانچه  است،  ثابتی  مقدار   B آن در  که 
خريداری شده باشد، قيمت آن بعد از ٢ سال چقدر است؟

اختيار  صفر  لحظه  باشد  نو  که  وقتی  را  کالا  خريد  (لحظه   V  (٠)    داريم   ١٠٠٠٠٠٠ حل: 
کرده ايم). لذا بنابر

V  (٠)    Be  ٠ ٠*٠٢       
  ١٠٠٠٠٠٠   B  e ٠  
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پس   ١٠٠٠٠٠٠    B. پس با قرار  دادن اين مقدار در معادلهٔ قبل به دست می آوريم
V  (t)    ١٠٠٠٠٠٠    e  ٠ ٠٢    

و قيمت اين محصول پس از ٢ سال همان (٢)  V است؛ پس
V  (٢)    ١٠٠٠٠٠٠    e  ٠ ٢  *  ٠٢     

    ١٠٠٠٠٠٠    e  ٠ ٠٤                                                                                         
   (٠/٦٧٠٣٢٠)  ١٠٠٠٠٠٠                                                                            

  ٦٧٠٣٢٠                                                                                                      
يعنی قيمت اين محصول پس از ٢ سال برابر ٦٧٠٣٢٠ تومان است.

تابع لگاريتم طبيعی: تابع لگاريتم در پايه e را، تابع لگاريتم طبيعی می ناميم. درنتيجه

تابع لگاريتم طبيعی تابع معکوس تابع نمايی طبيعی است.

قرارداد: تابع لگاريتم طبيعی را می توانيم همانند حالت کلی با نماد       log   e  x نشان دهيم. ولی 
برای سادگی نام کوتاه تری برای اين تابع انتخاب شده است و آن را با نماد ln نشان می دهند ( l برای 

حرف اول لگاريتم و n برای حرف اول نِپِر می باشد).
مقادير تابع ln را با lnx نشان می دهيم و آن را «لگاريتم طبيعی x»  يا «لگاريتم نپری x» می خوانيم. 

چون ln و تابع نمايی طبيعی توابع معکوس يکديگرند، داريم

  x    e  y   اگر و فقط اگر   y   lnx  

لگاريتم  تابع  نمودار  از  بخشی 
شده  رسم  روبه رو  شکل  در  طبيعی 

است.

y

x

e

y ex

e

1

y lnx

1o
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مقادير تابع لگاريتم طبيعی معمولاً در جدول هايی به نام جدول لگاريتم درج می شود. از ماشين 
حساب علمی با دکمه ln نيز می توان اين مقادير را به دست آورد.

از ديدگاه علمی می توانيم بگوييم که لگاريتم برای حل معادلاتی که مجهول در نما ظاهر می شود 
اختراع شده است. برای روشن تر شدن اين مطلب به حل چند مثال کاربردی می پردازيم:

مثال: فرض کنيم تعداد باکتری ها در يک نوع کشت در دقيقه t از معادله
f  (t)   ١٥٠٠  e  ٠ ٠٤  

به دست آيد. تعيين کنيد بعد از چند دقيقه تعداد باکتری ها برابر ٣٠٠٠٠ می شود.
حل: فرض کنيم T دقيقه ای باشد که پس از آن ٣٠٠٠٠ باکتری به دست آيد. پس داريم
f   (T)   ١٥٠٠  e  ٠ ٠٤  

چون   ٣٠٠٠٠   f (T)، داريم
١٥٠٠   ٣٠٠٠٠  e  ٠ ٠٤  

يا
٢٠     e ٠ ٠٤  

ولی اين معادله هم ارز است با معادله
٠/٠٤T  ln٢٠  

يا 
٠/٠٤T   ٢/٩٩٥٧   

/T /
/

= =
2 9957

74 9
0 04

 

پس يک ساعت و ١٤ دقيقه و ٥٤ ثانيه بايد بگذرد تا تعداد باکتری ها به ٣٠٠٠٠ برسد.
مشارکت  سود  نرخ  با  پس انداز  حساب  يک  در  را  ريال   ٢٥٠٠٠٠٠٠ مبلغ  شخصی  مثال: 
برابر  دو  شخص  اين  اوليه  پول  مدت  چه  از  پس  است.  کرده  سرمايه گذاری  پيوسته  مرکب  ١٠ درصد 
می شود؟ هرگاه P ريال سرمايه اوليه را با نرخ سود مشارکت ١٠٠i درصد مرکب پيوسته سرمايه گذاری 

کنيم سود و سرمايه پس از t سال از معادله     A   P  e به دست می آيد.
.i    ١٠٠، يعنی ٠/١i  حل: داريم ١٠

A   Pe    



۵۷

پس
٢٥٠٠٠٠٠٠  ٥٠٠٠٠٠٠٠  e٠ ١  

درنتيجه
٢    e٠ ١  
٠/١t    ln٢ و اين هم ارز است با 

lnt /
/

=
2

6 93
0 1
�  

يعنی تقريباً پس از ٧ سال (٦ سال و ١١ ماه و ٥ روز) سرمايه اوليهٔ شخص دو برابر می شود.

مسائل
١ــ معادله های زير را حل کنيد.

ln  (  x الف) ٢     (  ٣
  (ex    ٥)  (٢ex   ٧)  ب) ٠

 (ex      ٣)  ج) ٠    ٢٥      ٢
   ln  (٤x    ٥)    ln  (٢   x)   (د

x xe e− = −1 3 2 هـ) 
ln  (٢x    ١)    ln  (  x   ٧)     lnو) ٧

٢ــ اعداد حقيقی x و y را چنان تعيين کنيد که:
ln( x ) ln( y ) ln x ln(y )
ln(x ) ln(y ) ln

+ + − = + +
 + − + = −

2 1 3 2 3 3

1 4 3
الف) 

ln x ln y ln(xy )
ln( x) ln(y ) ln(y x )

+ = +
 − + + = − −

2 2

1 1 1
ب)  

٣ــ جمعيت شهری ١٠٠٠٠ نفر است و با آهنگی متناسب با تعداد جمعيت افزايش می يابد. اگر 
٠   ١٠٠٠٠e    P  (t). تا کی انتظار می رود  اين آهنگ ٦ درصد و جمعيت بعد از t سال P   (t) باشد، آنگاه   ٠٦

جمعيت به ٤٥٠٠٠ نفر برسد؟
٤ــ در يک نوع کشت ٢٠٠٠ باکتری موجود است، و بعد از t دقيقه f   (t) باکتری ظاهر می شود 

٠   ٢٠٠٠e    f  (t). چه وقت ١٠٠٠٠ باکتری در کشت وجود خواهد داشت؟ که   ٠٣٥
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١٠٠    f  (t) داده می شود که کارگر بعد  ٦٠e ٠ ٢ ٥  ــ کارايی کارگر عادی در کارخانه ای با تابع 
از t ماه اشتغال می تواند روزانه f  (t) واحد کار را کامل کند. بعد از چند ماه تجربهٔ کاری، انتظار می رود 

که کارگر روزانه ٧٠ واحد را کامل کند؟
 .f  (t)  ٨٠٠٠    ١٢٠٠e ٠ ٢٥ ٦  ــ قيمت فروش ابزاری، t سال پس از خريد، f  (t) دلار است، که 

چند سال پس از خريد، قيمت فروش اين ابزار ٢٠٠٠ دلار می شود؟
در مسايل ٩ــ٧ به فرمول زير نياز داريم:

A   P  e    
در  سال   t مدت به  درصد   ١٠٠i مشارکت سود  نرخ  با  که  است  اوليه  سرمايه   P فرمول اين  در 

مؤسسه ای (بانک يا شرکت توليدی) سرمايه گذاری می شود و A مقدار سرمايه پس از t سال است.
٧ــ چقدر طول می کشد تا ٥٠٠٠٠٠ ريال پس انداز با نرخ ٩ درصد مرکب پيوسته ٩٠٠٠٠٠ 

ريال شود؟
٨  ــ مسأله ٧ را وقتی که نرخ سود شرکت در سرمايه گذاری ١٢ درصد مرکب پيوسته باشد، حل 

کنيد.
در  مشارکت  سود  نرخ  هرگاه  شود  برابر  دو  سرمايه گذاری  يک  تا  می کشد  طول  چقدر  ٩ــ 

سرمايه گذاری ٨ درصد مرکب پيوسته باشد؟  
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M

A

M′

معادلۀ مثلثاتی
چگونه می توانيم تمام زوايايی را مشخص کنيم که يکی از نسبت های مثلثاتی آن داده شده باشد؟ 
1 باشد. همان طورکه در شکل زير 

2
کسينوس شان برابر  به عنوان مثال کليهٔ زوايايی را می خواهيم که 

مشخص است در دو نقطه روی دايرهٔ مثلثاتی اين اتفاق می افتد کليهٔ کمان هايی که انتهای آن ها در يکی 
 cos π =

1

3 2
́ M باشند جواب مسئله هستند از آنجا که  از نقاط M يا 

 k π
π ±2

3
به صورت  مورد  نظر  جواب های  همهٔ   ، cos( )−π

=
1

3 2
و 

́ M متوقف  هستند. در حقيقت اگر k دور بزنيم و در يکی از نقاط M يا 
که   x زوايای  کليهٔ  به طورکلی  نمی کند.  تغيير  کسينوس  مقدار  شويم 

.x  ٢k π    ±   α     :می باشند عبارت اند از cosx      cos   α جواب معادله
معادله  جواب  که   x مانند  زوايايی  کليهٔ  می توان  مشابه  روش  با 

٢k)      ٢k π   π  - α  x به دست آورد. ١) π    α و x   ٢kπ  +  α می باشند را به صورت sin x    sinα
حال می خواهيم کليهٔ زوايايی مانند x را بيابيم که جواب معادله tan x    tanα باشند.

بـا تـوجه بـه آن که tan (  π   x  )      tanx بنابرايـن هـر مضربی از π کـه بـه α بيفزاييم تـانژانت آن 
به صورت  معادله  جواب های  کليهٔ  و  شد  خواهد   tan α بـرابر 

 x    kπ    α خواهد بود.

نسبت های  برحسب  که  معادلاتی  مثلثاتی:  معادلهٴ 
 sin٢x  cosx مثلثاتی يک زاويه مجهول نوشته می شوند را معادله مثلثاتی می ناميم به عنوان مثال  ، ٠

١    ٢cosx معادله هايی مثلثاتی هستند.
جواب معادله: مقدارهايی از زاويهٔ مجهول که به ازای آنها معادله برقرار شود، جواب معادله 
می نامند. مقصود از حل معادلهٔ مثلثاتی پيدا کردن کليهٔ جواب های آن معادله است. به عنوان مثال کليهٔ 

M

A

M′

α

tanα

tanα

π+ α



۶۰

x k π
= π +

2
2

3
x و  k π

= π +2
3

sin برابر است:  x =
3

2
جواب های معادلهٔ 

حل معادله های مثلثاتی
دستورهای جبری آن را به معادلهٔ  مثلثاتی و  مثلثاتی به کمک رابطه های  برای حل يک معادلهٔ 

ساده تری تبديل می کنيم تا به يکی از صورت های sinx    a يا cosx   a  يا tanx   b تبديل شود.
 sinx   sin α پس sinα    a :١ می توان نوشت  ≤    a    ≤  درصورتی که ١

x   ٢kπ + π  α و x   ٢kπ + α  و از آن جا
cosx جواب ندارد. a يا ،sin x    a باشد معادله a    <   يا ١ a    > اگر  ١

آن جا  از  و   tanx    tanβ پس   tanβ    b که  می يابيم  چنان  را   β زاويهٔ   tanx    b حل  برای 
.x    kπ  +  β

به جواب هايی که به صورت بالا نوشته شده باشند جواب های کلی معادله می گويند. ممکن است 
در معادله جواب هايی که در فاصلهٔ مشخص قرار دارند مورد نظر باشند. در اين صورت به k عددهای 

صحيح مختلف می دهيم تا جواب های مورد نظر به دست آيد.
معادلات سادۀ مثلثاتی

معادلات مثلثاتی دارای انواع مختلفی هستند که در اين جا برخی از انواع سادهٔ آن مورد مطالعه 
قرار می گيرد که دو نوع از آن ها را بررسی خواهيم کرد.

الف) معادله شامل يکی از مقادير نسبت های مثلثاتی زاويهٔ مجهول می باشد.
ابتدا اين نوع معادلات را برحسب نسبت مثلثاتی که در معادله موجود است، حل کرده و پس از 

تعيين مقدار نسبت مثلثاتی، زوايايی را که جواب معادله هستند به دست می آوريم.
sin را حل کنيد و جواب های کلی آن را بيابيد. x − =2 3 مثال: معادلهٔ 0

پس  sin π =
3

3 2
که  آن جا  از  و   sin x =

3

2
داريم.   sinx برحسب  معادله  حل  از  حل: 

 . x k π
= π + π −2

3
x و  k π

= π +2
3

sin و از آن جا  x sin π=
٩cosx  ٤cos٢x را حل کنيد و جواب های کلی آن را بيابيد.3 مثال: معادلهٔ ٠    ٥

حل: 
٤t٢ از حل  ٩t    داريم: ٠    ٥ cosx t اين معادله به يک معادلهٔ درجه دوم شبيه است با فرض

t =
5

4
اين معادلهٔ درجه دوم داريم ١    t و 



۶۱

t    ١  ⇒  cosx ١ ⇒  cosx     cos٠ ⇒   x   ٢kπ  
t cos x= ⇒ =

5 5

4 4
اين معادله جواب ندارد. 

] را به دست آوريد. ], π0 2 مثال: معادلهٔ ٠    ٣  tan٢x را حل کنيد و جواب های در بازهٔ 
tan دو حالت زير را در نظر می گيريم. x = ± 3 حل: می توان نوشت ٣  tan٢x و از آن جا 

tan x tan x tan x kπ π
= ⇒ = ⇒ = π +3

3 3
 

tan x tan x tan ( ) x k−π π
= − ⇒ = ⇒ = π −3

3 3
 

] به k اعداد صحيح. و ١± و ٢± و … می دهيم  ], π02 برای يافتن جواب های مورد نظر در بازهٔ 
تا کليه جواب ها به دست آيد.

همانطورکه در جدول مقابل مشخص است، معادله در اين بازه ٤ جواب 
دارد.

ب) معادله مثلثاتی شامل مقادير چند نسبت مثلثاتی زاويهٔ مجهول می باشد.
معادلاتی نظير ١  cos٢x    sinx ،٣    ٢cotx tanx ،٠    sinx  cosx  sinx چند نسبت  مثلاً 

مثلثاتی از x را در بر دارند. 
تبديل  و  تساوی  طرف  يک  در  جملات  تمام  نقل  با  است  ممکن  معادلات  گونه  اين  حل  برای 
بعد  و  کرده  تبديل  ساده تر  معادلات  به  را  معادله  بتوان  عامل ها  به  تجزيه  يا  نسبت،  يک  به  نسبت ها 

جواب های معادله را به دست آوريم. 
x  ٢cos٢ را حل کنيد.   sinx مثال: معادلهٔ ١

حل: می توان همه نسبت ها را به سينوس تبديل کرد. داريم:
١)٢ sin٢x)  sinx ١  

sin x
sin x sin x

sin x

=
+ − = ⇒ 

=

2
1

2 3 0 3

2

(بدون جواب) 

                                    

k x

,

π

π π

π

0
3
4 2

1
3 3
5

2
3
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x k

sin x sin x sin
x k k

π= π+π
= ⇒ = ⇒

π π= π+π− = π+

2 21
2

2 22 2

 

حالات خاص: هرچند که روابط گفته شده برای حل معادلات مثلثاتی همواره برقرار است امّا 
در چند حالات خاص زير می توان سريع تر جواب معادله را به دست آورد.

sin x x k

sin x x k

sin x x k


 = ⇒ = π


π = ⇒ = π +


π
= − ⇒ = π −

0

1 2
2

1 2
2

 

 

cos x x k

cos x x k

cos x x k

= ⇒ = π
 π = ⇒ = π +


= − ⇒ = π + π

1 2

0
2

1 2

 

مثال: معادلهٔ ٠   ٢sin٣x    sinx را حل کنيد.
حل:

sin x
sin x( sin x )

sin x sin x sin x

=
− = ⇒ 

− = ⇒ − ⇒ = ±

2
2 2

0

2 1 0 1 2
2 1 0

2 2

 

سه حالت در نظر می گيريم و در هر حالت معادلهٔ به دست آمده را حل می کنيم.
sinx   =  ٠⇒   x      kπ  

x k
sin x sin x sin

x k

π = π +π = ⇒ = ⇒  π = π + π −


2
2 4
2 4

2
4

 

x k
sin x sin x sin( )

x k

π = π −− π = ⇒ = − ⇒  π = π + π +


2
2 4

2 4
2

4
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مثال: معادلهٔ ١   ٢cotx    tanx را حل کنيد.
cot بنابراين: x

tan x
=

1 حل: برای حل اين معادله کافی است قرار دهيم 
tan x

tan x
− × =

1
2 1  

چون ٠≠  tanx پس طرفين معادله را در tanx ضرب می کنيم داريم:
tan٢x ٢    tanx  
tan٢x   tanx ٢ ٠  

tan x
tan x

tan x
=± + ±

= = ⇒  = −

21 1 8 1 3
12 2

 

در حالت ١    tanx می توان نوشت:
tan x tan( ) x kπ π

= − ⇒ = π −
4 4

 

برای حل ٢  =  tanx فرض کنيم α زاويه ای باشد که تانژانت آن برابر ٢ باشد.
 .tanα  =  که در آن  ٢ x  =  kπ    α می توان نوشت

sinx    cosx    sinxcosx را حل کنيد. ١ مثال: معادله های مثلثاتی ٠
حل: معادله را به صورت زير می نويسيم.

sin x( cos x) ( cos x)+ + + =1 1 0  
cos x cos x x k

( cos x)(sin x )
sin x sin x x k

+ = ⇒ = − ⇒ = π + π
+ + = ⇒ π

+ = ⇒ = − ⇒ = π −

1 0 1 2
1 1 0

1 0 1 2
2

 

cos را حل کنيد. x sin( x)π
= −2

2
مثال: معادلهٔ 

)sin را به cosx تبديل کرد و به معادلهٔ cos٢x    cosx رسيد علاوه بر آن  x)π
−

2
حل: می توان 

 x ٢ نوشت و از طريق يک معادلهٔ درجه دوم مقدارcos٢x ١   cosx که می توان عبارت را به صورت
را يافت. همچنين می توان مستقيماً عمل کرد. 

 x k
cos x cos x x k x

kx

= π
= ⇒ = π ±

π
=

2

2 2 2

2

3
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مثال: معادلهٔ ٠  sin٤x      sin٣x را حل کنيد و جواب های در بازهٔ [π   ,٠] را بيابيد.
حل:

 sin٤x     sin٣x  ⇒  sin٤x sin( ٣x)  
x k ( x) x k= π + − ⇒ = π

2
4 2 3

7  
٤x     ٢k π  + π  -  (-٣x)  ⇒  x ٢k π+ π  

حال با دادن اعداد صحيح ٠ و ١ ± و ٢ ±  و …
k

x , π π π
π

0 1 2 3

2 4 6
0

7 7 7

مسائل
معادلات زير را حل کرده و جواب های کلی آن ها را بيابيد.

٢ (١sin٢x  ١ ٠  
٢) cos x + =2 3 0  
٣) sin٢x    sinx  ٠  
٤) tanx  ٣cotx  
٢ (٥sin٢٢x  sin٢x ٠ ١  
٦) sin x cos ( x)π

= −2
2

 
٧) sin٢xcosx  cos٢xsinx  ١  
٨) cos٢x     ٣cosx ٠  ٢  
٩) cos x sin x− =2 2 3

2
 

١٠) cosx    cos٣x    ٠  


