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اگر سنگی را از بالای يک ساختمان ۱۶ متری رها کنيم طبق قوانين فيزيکی ارتفاع 
آن در هر لحظه t به صورت y(t) = ۱۶ - ۵t ۲ است که t برحسب ثانيه و y(t) برحسب متر 

است.

حد توابع

)(ty

چگونه می توان سرعت سقوط اين سنگ را در هر لحظه حساب کرد؟

اين سؤالی بود که نيوتون از خود پرسيد. نيوتون فيزيکدانی بود که حدود ۳۰۰ سال پيش می زيسته است و با طرح چنين مسائلی 
و حل آن ها علم حسابان را پايه ريزی نمود. 

معلم از دانش آموزان پرسيد: آيا می دانيد سرعت يک متحرک چيست و آن را چگونه حساب می کنند؟
سعيد: من ورزشکار هستم  و در تمرين ها زياد می دوم. معمولاً موقع دويدن در هر ثانيه ۲ متر جلو می روم، يعنی سرعت من 

۲ متر بر ثانيه است.
معلم: بله اگر متحرکی با سرعت ثابت حرکت کند، در هر ثانيه مسافت يکسانی طی می کند و اگر اين مسافت v متر باشد، گوييم 
 [t۱ , t۲] (برحسب ثانيه) متر بر ثانيه است. به طور کلی متحرک هايی که با سرعت ثابت حرکت می کنند در هر فاصله زمانی v سرعت آن

ثابت است و همان سرعت متحرک برحسب متر بر ثانيه است.
 

a
t t−2 1

اگر a متر طی کرده باشند مقدار 
حساب  چگونه  را  آن  سرعت  لحظه  هر  در  باشد  تغيير  حال  در  آن  سرعت  باشد و  نداشته  ثابت  سرعت  متحرکی  اگر  اما  علی: 

کنيم؟
محسن: من هر وقت سوار ماشين می شوم، ماشين از حالت ايستاده شروع به حرکت می کند و سرعت خود را از صفر تا ۵۰ 
کيلومتر بر ساعت افزايش می دهد و در هر لحظه عقربه سرعت شمار مقدار سرعت را نشان می دهد که از صفر تا ۵۰  افزايش می يابد.

معلم: بله ماشين در هر لحظه سرعتی دارد و اين سرعت در حال افزايش است ولی آن چه که ما از ماشين می توانيم ببينيم آن 
است که در هر لحظه چند متر به جلو رفته است. آيا با دانستن اين مطلب ما می توانيم تشخيص دهيم سرعت ماشين در هر لحظه چقدر 

است؟
سعيد: اگر در هر لحظه ما بدانيم متحرک چقدر حرکت کرده است، از يک لحظه t۱ تا چند لحظه بعد مانند t۲ می توانيم حساب 
را می توان سرعت متحرک در 

 
a

t t−2 1

کنيم چند متر حرکت کرده است. اگر مسافت طی شده بين اين دو لحظه a متر باشد مقدار 
فاصله زمانی [t۱ , t۲] بدانيم.

حل يك مسئله
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محسن: ولی ما می خواهيم بدانيم سرعت متحرک در هر لحظه چقدر است، عددی که سعيد به دست آورده است بستگی به بازه 
زمانی [t۱ , t۲] دارد و چيزی در مورد سرعت در هر لحظه نمی گويد.

سرعتی را نشان می دهد 
 

a
t t−2 1

معلم: محسن درست می گويد ولی سعيد گام مهمی را در حل مسئله برداشته است. مقدار 
که اگر متحرک در فاصله زمانی [t۱ , t۲] به طور ثابت با آن  سرعت  حرکت  می کرد به همان جايی می رسيد که اکنون رسيده است. اين 

مقدار را در فيزيک سرعت متوسط متحرک در فاصله زمانی [t۱ , t۲] می نامند.
محسن: ما چگونه می توانيم از طريق سرعت متوسط به سرعت لحظه ای برسيم؟

سعيد: اگر t۲ به t۱ نزديک باشد، مقدار متوسط سرعت نيز بايد به سرعت لحظه ای نزديک باشد. بنابراين بهتر است ببينيم وقتی 
که t۲ به t۱ نزديک می شود، سرعت متوسط به چه عددی  نزديک  می شود؟

حساب  لحظه  هر  در  را  سنگ  سقوط  سرعت  می توانيم  روش  اين  با  آيا  که  ببينيم  بياييد  کرديد،  مطرح  را  خوبی  نکات  معلم: 
کنيم. 

١ــ در مسئله سقوط سنگ، پس از گذشت ١ ثانيه سنگ در چه ارتفاعی از سطح زمين قرار دارد؟ 
٢ــ اگر h عددی کوچک باشد در لحظه h + ١ سنگ در چه ارتفاعی از سطح زمين قرار دارد؟

٣ــ بين دو لحظه ١ و h + ١ سنگ چند متر حرکت کرده و اين حرکت در چند ثانيه انجام شده است؟
٤ــ اگر h  ناصفر باشد، سرعت متوسط سنگ بين دو لحظه  ١ و h + ١ چقدر است؟

٥  ــ اگر h منفی باشد لحظه h + ١ چه معنايی دارد؟
٦  ــ جدول زير را تکميل کنيد.

-٠/١   ٠/٠١   ٠/٠٠١   ←   ٠   →   ٠/٠٠١-   ٠/٠١-   ٠/١h

 سرعت متوسط                                   ←   ?   → 

٧ــ اگر h ناصفر باشد و آن را به تدريج کوچک و کوچک تر کنيم و به صفر نزديک کنيم، سرعت متوسط سنگ 
به چه عددی نزديک می شود؟ اين عدد چه چيزی را نشان می دهد؟

در فعاليت بالا سرعت متوسط سنگ بين دو لحظه  ١ و h + ١ وابسته به مقدار h است و تابعی برحسب h می باشد که اگر آن 
را با g(h) نشان دهيم داريم:

− × − − += = +
2 216 5 1 16 5 1

5 10
( ) ( ( h ) )g( h ) hh  

فعاليت 1



فصل ٤ حسابان

134

توجه کنید که )g(h فقط برای h های ناصفر تعریف شده است و ما حق نداریم به جای h صفر قرار دهیم، با این حال ما دقیقاً 
می خواهیم بدانیم مقدار این تابع  در h = 0 چقدر باید باشد. )چرا؟(. 

قرار دهیم و هر چقدر دلمان   h h صفر قرار دهیم ولی می توانیم مقدارهای ناصفر کوچک جای  اگرچه ما حق نداریم جای 
بخواهد آن را کوچک تر کنیم و بررسی کنیم مقدارهای )g(h چگونه تغییر می کنند و آیا به عدد خاصی نزدیک می شوند؟

1ــ برای تابع f)x( = x + 1 جدول زیر را تکمیل کنید و سپس حدس بزنید که اگر مقدارهای x را به 1 نزدیک 
کنیم مقدارهای )f)x به چه عددی نزدیک می شوند؟ 

0/9    0/99    0/999   →   1   ←     1/001     1/01    1/1x

→   ?   ←                                       f(x( 

2ــ نمودار تابع f)x( = x + 1 در زیر رسم شده است. از روی نمودار توضیح دهید وقتی مقدارهای x به 1 
نزدیک می شوند، مقدارهای )f)x به چه عددی نزدیک می شوند.

نیز با رسم جدول و نمودار آن ها بررسی کنید 
 

x x
k) x (

x

+ ≠= 
=

1 1

5 1
و 
 

xg) x ( x
−=
−

2 1
1

3ــ برای توابع 

وقتی مقدارهای x به 1 نزدیک می شوند، مقدارهای )x(g و )k)x به چه عددی نزدیک می شوند.
4ــ سه تابع )x(f و )x(g و )k)x با هم مساوی نیستند. این سه تابع چه تفاوت ها و چه شباهت هایی دارند و چه 

چیز باعث شده است که همهٔ آن ها با نزدیک شدن x به 1 به عدد یکسانی نزدیک شوند؟
٥  ــ جدول صفحهٔ بعد را تکمیل کنید و سپس حدس بزنید که وقتی مقدار x به صفر نزدیک می شود مقدار تابع 

به چه عددی نزدیک می شود؟
 

= sin xf ) x ( x

x1

)(xf
2

تمرین در کلاس



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٣٥

مثال

-٠/١               ٠/٠١              ٠/٠٠١   ←   ٠   →   ٠/٠٠١-   ٠/٠١-   ٠/١    x

  ٠/٠٩٩٨٣   ٠/٠٠٩٩٩٩   ٠/٠٠٠٩٩٩٩٩sinx

→   ?   ←                                                              sin x
x  

در تمرين های بالا با تابعی مانند f(x) روبه رو بوديم که متغير x (در دامنه f) به عددی مانند a نزديک می شد و اين سؤال مطرح 
بود که آيا مقدارهای f(x) نيز به  عدد خاصی نزديک می شوند؟ اين مفهوم را حدگيری از تابع f در نقطه a می نامند.

با توجه به مطالب فوق می توان گفت:با توجه به مطالب فوق می توان گفت:
    f(xf(x)) نزديک شوند و مشاهده شود که مقدارهای  نزديک شوند و مشاهده شود که مقدارهای aa  به عددی مانند (به عددی مانند (ff  در دامنه) در دامنه) xx  اگر مقدارهای اگر مقدارهای ff  برای يک تابعبرای يک تابع

به عددی مانند به عددی مانند LL نزديک می شوند، گوييم تابع نزديک می شوند، گوييم تابع  ff  در نقطه در نقطه aa حد دارد و حد آن برابر  حد دارد و حد آن برابر LL  است و می نويسيم:است و می نويسيم:

→
=

x a
lim f ( x ) L

عبارت بالا را به صورت «حد f(x) در نقطه a برابر L است» بخوانيد.
به بيان ديگر:به بيان ديگر:

 به معنی آن است که می توانيم فاصله  به معنی آن است که می توانيم فاصله f(xf(x))  تا   تا LL را هر چقدر که بخواهيم کم  را هر چقدر که بخواهيم کم 
→

=
x a
lim f ( x ) L وقتی می نويسيم، وقتی می نويسيم، 

کنيم، به شرط آنکه کنيم، به شرط آنکه xx در دامنه  در دامنه ff  به اندازه کافی به   به اندازه کافی به aa نزديک شود نزديک شود.

. 2

1

1 2
1x

xlim x→

− =− در نقطه ۱ برابر ۲ است، 
 

−= −
2 1
1

xf ( x ) x
۱: حد تابع 

= برای مقدارهای x نزديک صفر می توان حدس زد که حد آن  sin xy x
۲: با محاسبه مقدارهای تقريبی تابع 

.
x

sin xlim x→
=

0
1 در نقطه صفر برابر ۱  است، 

نمودار

3 2 32

sin xf (x)
x

x
x

y

f (x)

0

1
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 جدول زير  را تکميل کنيد و حد اين تابع را در صفر بررسی کنيد.
x
1 ١ــ برای تابع 

-٠/١   ٠/٠١   ٠/٠٠١   ←   ٠   →   ٠/٠٠١-   ٠/٠١-   ٠/١x

→   ?   ←                                   x
1

 

x وقتی x به صفر نزديک می شود، به عدد خاصی نزديک می شوند؟ جواب خود را از طريق 
1 ٢ــ آيا مقدارهای 

 که در زير آمده است توضيح دهيد.
x
1 نمودار تابع 

x
x

)(xf

)(xf

xxf
1

)( =

مقدارهای  هستندکه  توابعی  باشد.  داشته  حد  حتماً  نقطه ای  هر  در  تابعی  هر  که  نيست  طور  اين  می دهد  نشان  بالا  فعاليت 
آن ها، با نزديک شدن x (در دامنه تابع  ) به عددی مانند a به هيچ عددی نزديک نمی شوند. گوييم اين گونه توابع در آن نقطه حد 

ندارند. 

x به هيچ 
x −2 1

xf در نقاط ۱ و ۱- حد ندارد، زيرا با نزديک شدن x به ۱ يا ۱- مقدارهای  ( x )
x

=
−2 1

تابع 
عدد خاصی نزديک نمی شوند و از لحاظ قدرمطلق مرتباً افزايش می يابند.

فعاليت 2

مثال
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              حد چپ و حد راست 

١ــ جدول زير را برای تابع f(x)= x - [x] تکميل کنيد.

  ١/١    ١/٠١     ١/٠٠١     ←   ١   →        ٠/٩٩٩       ٠/٩٩        ٠/٩x

→   ?   ←                                         f  (x)  

٢ــ اگر x با مقدارهای بزرگ تر از ١ به ١ نزديک شود، آيا مقدارهای f(x) به عدد خاصی نزديک می شوند؟ اگر 
x با مقدارهای کوچک تر از ١ به ١ نزديک شود، آيا مقدارهای f(x)  به عدد خاصی نزديک می شوند؟  آيا اين دوعدد 

يکی هستند؟
٣ــ نتايج خود را روی نمودار تابع f(x)= x - [x]  که در زير آمده است توضيح دهيد.

٤ــ آيا تابع f(x)= x - [x]  در ١ حد دارد؟

[ ]xxy =

1

حد راستحد راست
در يک تابعدر يک تابع  ff اگر متغير اگر متغير  xx (در دامنه (در دامنه  ff    ) با مقدارهای بزرگتر از عددی مانند) با مقدارهای بزرگتر از عددی مانند  aa به  به aa نزديک شود و مقدارهای  نزديک شود و مقدارهای 
f(xf(x)) به عددی مانند  به عددی مانند LL نزديک شوند، گوييم تابع نزديک شوند، گوييم تابع  ff در نقطه  در نقطه aa حد راست دارد و مقدار اين حد  حد راست دارد و مقدار اين حد LL است. اين مطلب را  است. اين مطلب را 

به صورت زير نشان می دهيم.به صورت زير نشان می دهيم.

+→
=

x a
lim f ( x ) L

حد  چپحد  چپ
در يک تابعدر يک تابع  ff اگر متغير اگر متغير  xx (در دامنه (در دامنه  ff ) با مقدارهای كوچكتر از عددی مانند ) با مقدارهای كوچكتر از عددی مانندaa به  به aa نزديک شود و مقدارهای  نزديک شود و مقدارهای 
f(xf(x)) به عددی مانند  به عددی مانند KK نزديک شوند، گوييم تابع نزديک شوند، گوييم تابع  ff در نقطه  در نقطه aa حد چپ دارد و مقدار اين حد  حد چپ دارد و مقدار اين حد KK است. اين مطلب را به  است. اين مطلب را به 

صورت زير نشان می دهيم.صورت زير نشان می دهيم.
−→

=
x a
lim f ( x ) K

فعاليت 3
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K

a

L

x x

xx
)(xf

)(xf

4

3

5

x

y

 f(x) به ۴ با مقدارهای بزرگ تر از ۴،  مقدارهای x تعريف نشده است و ديده می شود که با نزديک شدن x = ۴ اين تابع  در نقطه
به ۵ نزديک می شوند، يعنی 

x
lim f ( x )

+→
=

4
5

 .
x
lim f ( x )

−→
=

4
3

 
هم چنين با نزديک شدن x به ۴ با مقدارهای کوچکتر از ۴،  مقدارهای f(x) به ۳ نزديک می شوند، يعنی

بنابراين، اين تابع در ۴ حد ندارد.
تذکر: در علامت گذاری حد راست و چپ نمادهای «+» و «-» معنای راست و چپ دارند، نه مثبت و منفی.

با توجه به مفهوم حدهای چپ و راست، قضيه زير برقرار خواهد بود. 
قضيه:قضيه:

اگر تابعی در دو طرف نقطه ای تعريف شده باشد و در اين نقطه حدهای چپ و راست متفاوت داشته باشد، در اگر تابعی در دو طرف نقطه ای تعريف شده باشد و در اين نقطه حدهای چپ و راست متفاوت داشته باشد، در 
آن نقطه حد ندارد. اما اگر حدهای چپ و راست تابع در اين نقطه موجود و مساوی باشند، تابع در آن نقطه حد دارد آن نقطه حد ندارد. اما اگر حدهای چپ و راست تابع در اين نقطه موجود و مساوی باشند، تابع در آن نقطه حد دارد 

و حد آن همان مقدار مشترک حدهای چپ و راست است.و حد آن همان مقدار مشترک حدهای چپ و راست است.

مثال

x در زير رسم شده است. x
f ( x )

x x

− <= 
+ <

1 4

1 4
۱: نمودار تابع 

x x
f ( x )

x x

− <= 
+ <

1 4

1 4



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٣٩

٢: حد تابع |x| را در صفر بررسی می کنيم.

xx

x

١ــ در زير نمودار چند تابع داده شده است. در هر کدام از نمودارهای داده شده در نقطه مشخص شده وجود 
حدهای چپ و راست و وجود حد تابع را بررسی کنيد.

٢ــ با رسم جدول و نمودار توابع زير وجود حدهای چپ و راست و حد تابع را در نقطه داده شده بررسی کنيد 
و مقدار اين حدها را به دست آوريد. 

a , y x= = +3 1 الف) 
xa , y | x |= =0

 
ب)

x x
a , y

x x

 − <= = 
 + <

2 1 2
2

1 2
ج) 

a a

a a

با نزديک شدن x به صفر چه از چپ و چه از راست |x| به صفر نزديک می شود، يعنی حد چپ و حد راست هر 
.

x
lim | x |

→
=

0
0 دو موجودند و برابر صفر می باشند، پس 

تمرين در كلاس

مثال



فصل 4 حسابان

١٤٠

xa +aa

0 x1

همسايگی های يک نقطه

x در نقطه ۱- صحبت کرد؟ شرط اصلی در بررسی حد يک تابع در يک نقطه مانند  آيا می توان از حد تابع 
x بازه (∞ , ۰] است و نمی توان از  a آن است که بتوان از نقاط دامنه آن تابع به نقطه a نزديک شد. اما دامنه تابع 

نقاط اين بازه به ۱- نزديک شد.

منظور از نزديک شدن مقدارهای يک متغير به يک نقطه مانند a آن است که بتوان مقدارهايی برای متغير قرار 
داد که فاصله آن تا a از هر عدد انتخاب شده ای کمتر شود. 

برای آن که بتوان از داخل دامنه تابعی، به نقطه ای مانند a از دو طرف (راست و چپ) نزديک شد، دامنه آن تابع 
بايد شامل يک بازه به صورت (a - δ , a + δ) باشد. البته خود a لزومی ندارد در دامنه آن تابع باشد.

تعريف:تعريف:
اين  از  را  اين   از  را   aa اگر  اگر می نامند.  می نامند.    aa همسايگی  يک  را  است  مثبت  عددی  همسايگی   يک  را  است  مثبت  عددی   δδ که که    ((aa -  - δδ ,  , aa +  + δδ) صورت به  صورت (بازه های  به  بازه های 

همسايگی حذف کنيم آن را يک همسايگی محذوف همسايگی حذف کنيم آن را يک همسايگی محذوف aa می نامند. می نامند.
تذکر:

شرط آن که بتوان از حد (دوطرفه) يک تابع در يک نقطه شرط آن که بتوان از حد (دوطرفه) يک تابع در يک نقطه aa صحبت کنيم آن است که آن تابع در يک همسايگی  صحبت کنيم آن است که آن تابع در يک همسايگی 
محذوف محذوف aa تعريف شده باشد. در اين حالت گوييم تابع در اطراف  تعريف شده باشد. در اين حالت گوييم تابع در اطراف aa تعريف شده است. تعريف شده است.

−x در اطراف صفر و خود صفر تعريف شده است. زيرا در همسايگی (۱,  ۱-) از صفر تعريف  21 ۱: تابع 
شده است.

x در اطراف صفر تعريف شده است اما در خود صفر تعريف نشده است زيرا دامنه تعريف آن 
x
− 21 ۲: تابع 

يک همسايگی محذوف صفر را در بر دارد.

مثال



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٤١

برای بررسی حد چپ يک تابع f در نقطه ای مانند a، متغير x (در دامنه f   ) بايد بتواند از چپ به a نزديک شود. اين به معنای آن 
است که دامنه f بايد شامل بازه ای به صورت (a - δ , a)  باشد. چنين بازه هايی را يک همسايگی چپ a ناميم و در اين حالت گوييم 

تابع f در يک همسايگی چپ a تعريف شده است.

 a ناميم و اگر دامنه تابعی شامل يک همسايگی راست a را يک همسايگی راست (a , a + δ) به طور مشابه، بازه های به صورت
باشد، گوييم آن تابع در يک همسايگی راست a تعريف شده است. 

x aa

−x در يک همسايگی چپ  ۱ و در يک همسايگی راست ۱- تعريف شده است، اما دراطراف  21 ۱: تابع 
اين دو نقطه تعريف نشده است.

بحث در كلاس

xa +a

تذکر:
شرط آن که بتوان از حد چپ يک تابع در نقطه ای مانندشرط آن که بتوان از حد چپ يک تابع در نقطه ای مانند  aa صحبت کرد آن است که آن تابع در يک همسايگی  صحبت کرد آن است که آن تابع در يک همسايگی 

چپ چپ aa تعريف شده باشد. تعريف شده باشد.
به طور مشابه، شرط آن که بتوان از حد راست يک تابع در نقطه ای مانندبه طور مشابه، شرط آن که بتوان از حد راست يک تابع در نقطه ای مانند  aa صحبت کرد آن است که آن تابع در  صحبت کرد آن است که آن تابع در 

يک همسايگی راستيک همسايگی راست  aa تعريف شده باشد. تعريف شده باشد.

−x در نقطه ١ صحبت کرد؟ 21  آيا می توان از حد چپ يا راست تابع 

مثال



فصل 4 حسابان

١٤٢

و  است  شده  تعريف   ۲ راست  همسايگی  يک  در  ولی  است  نشده  تعريف   ۲ اطراف  در   x − +2 3 تابع   :٢
می توانيم حد راست آن را در ۲ حساب کنيم که برابر ۳ است.

−x در اطراف ۱ تعريف نشده است ولی در يک همسايگی چپ ۱ تعريف شده است و می توانيم  21 ٣: تابع 
حد چپ آن را در ۱ حساب کنيم که برابر صفر است.

2

3

1

y =  1−x2

−1

] به سؤالات زير جواب دهيد. ]
29 xy x x

−= − برای تابع 
١ــ اين تابع در همسايگی کدام نقاط تعريف شده است؟

٢ــ اين تابع در همسايگی محذوف کدام نقاط تعريف شده است که در خود آن نقاط تعريف نشده است؟
٣ــ اين تابع در يک همسايگی چپ کدام نقاط تعريف شده است که در هيچ همسايگی راست آن نقاط تعريف 

نشده است؟
٤ــ اين تابع در يک همسايگی راست کدام نقاط تعريف شده است که در هيچ همسايگی چپ آن نقاط تعريف 

نشده است؟

تمرين در كلاس

مثال



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٤٣

١ــ با رسم جدول مقدارهای توابع زير در اطراف نقطه داده شده (در صورت لزوم از ماشين حساب استفاده کنيد) 
بررسی کنيد که آيا حد اين توابع در آن نقطه موجود است؟ در صورت وجود مقدار حد را تعيين کنيد و به زبان رياضی 

بنويسيد.
x x

a , y
x x

 + < −= − = 
 + − <

2

3

1 1
1

3 1
ب)   x xa , y x

−= =
2

0 الف) 

a , y x= = − 20 1 د)   [ ]2a , y x x= = ج)   

cos xa , y
x

−= =
2

10 و)   | x( x )|
a , y

x
−

= =
−2

1
1

1
هـ)    

مثال

مسائل

y که نسبت به صفر فقط در يک همسايگی راست صفر تعريف شده است داريم: x= ١: برای تابع 

0 0
0

x x
lim x lim x

+→ →
= =  

 که نسبت به ٢ فقط در يک همسايگی چپ ٢ تعريف شده است داريم:
[ ]

1
2

y x= −
٢: برای تابع 

[ ] [ ]2 2 2

1 1 1 1
2 2x x x

lim lim limx x− −→ → →
= = − = −− −  

تذکر: 
اگر تابعی مانند f فقط در يک همسايگی راست نقطه ای مانند a تعريف شده باشد، آنگاه نزديک شدن به a از 
نماد  و  است   a در   f راست  حد  همان   a در   f حد  از  منظور  بنابراين  است،  امکان پذير  راست  از  فقط   f دامنه  داخل 

 خواهد بود.
+→x a

lim f ( x )  به معنای 
→x a

lim f ( x )

به طور مشابه اگر f فقط در يک همسايگی چپ نقطه a تعريف شده باشد، آنگاه نزديک شدن به a از داخل دامنه 
 به معنای 

→x a
lim f ( x ) f فقط از چپ امکان پذير است، بنابراين منظور از حد f در a همان حد چپ f در a است و نماد 

 خواهد بود.
−→x a

lim f ( x )



فصل 4 حسابان

١٤٤

٢ــ با رسم نمودار توابع زير در اطراف نقطه داده شده وجود حد راست و حد چپ و مقدار حد را در آن نقاط 
بررسی کنيد.

x x

a , y x

x x

 + <
= = =


− + <

2

2

1 2

2 6 2

9 2

ب)    a = ۱/۲ , y = [x] (الف

a ,y x= − = − −3 1 1 د)    a = ۲ ,  y = x- [x] (ج
xa , y | x |= =0 هـ)   

٣ــ اگر دو تابع f و g در يک همسايگی محذوف نقطه ای مانند a بر هم منطبق باشند، توضيح دهيد که چرا حد 
آن ها در نقطه a مانند يکديگر است، يعنی اگر يکی از آن ها در a حد داشته باشد، ديگری هم حد دارد و حد آن ها مساوی 
است. همچنين اگر دو تابع f و g در يک همسايگی چپ (يا راست) نقطه ای برهم منطبق باشند، توضيح دهيد که چرا حد 

چپ (راست) اين دو تابع در اين نقطه مانند يکديگر است.
٤ــ در هر يک از حالت های زير نمودار تابعی را رسم کنيد که شرايط گفته شده را داشته باشد.

الف) تابع در يک همسايگی ۲ تعريف شده باشد ولی در اين نقطه حد نداشته باشد.
ب) تابع در ۱ تعريف نشده باشد ولی در يک همسايگی محذوف ۱ تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد.
ج) تابع در يک همسايگی صفر تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد ولی حد آن غير از مقدار تابع در 

صفر باشد.
د) تابع در يک همسايگی ۱- تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد و حد تابع برابر مقدار تابع در ۱- 

باشد.
هـ) تابع در يک همسايگی راست ۲ تعريف شده باشد ولی در هيچ همسايگی چپ ۲ تعريف نشده باشد و در اين 

نقطه حد داشته باشد.
و) تابع در يک همسايگی محذوف صفر تعريف شده باشد و در صفر حد چپ و راست متفاوت  داشته باشد.

ز) تابع در يک همسايگی محذوف صفر تعريف شده باشد و در صفر حد چپ داشته باشد ولی حد راست نداشته 
باشد.

٥  ــ متحرکی روی محور xها به گونه ای حرکت می کند که در هر لحظه t (t ≥ ۰) در مکان x(t) قرار دارد و 
 .x(t) = t۲- t

با رسم نمودار اين تابع در دامنه داده شده چگونگی حرکت اين متحرک را توصيف کنيد و سرعت لحظه ای آن 
را در لحظه t = ۲ به دست آوريد.

0

)(tx



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٤٥

بحث در كلاس

حد برخی توابع خاص را به سادگی می توان به دست آورد.

۱: تابع ثابت f(x) = c  در همه نقاط حد دارد و حد آن در همه نقاط c است.

)(x

x x

fc =

a

limc = c
x a→

 اگر دو تابع f(x) و g(x) در اطراف نقطه ای مانند a تعريف شده باشند و در اين نقطه حد داشته باشند، آيا تابع 
f(x) + g(x) نيز در a حد دارد؟ حد آن چه می تواند باشد؟ در مورد تابع f(x) g(x) چه می توان گفت؟

قضايای حد توابع

مثال

۲: تابع f(x) = x در همه نقاط حد دارد و حد آن در هر نقطه مانند a برابر a است.



فصل 4 حسابان

١٤٦

١ــ دو تابع ٢x + ٣ = f(x) و x - ٢ = g(x) را در نظر بگيريد و توابع f(x) + g(x)و f(x) g(x) را بسازيد.
٢ــ برای بررسی حد اين چهار تابع در صفر جدول زير را تکميل کنيد.

-٠/١   ٠/٠١   ٠/٠٠١   ←  ٠   →   ٠/٠٠١-   ٠/٠١-   ٠/١x

 →   ?   ←                                 f(x)

→   ?   ←                                 g(x)

→   ?   ←                                 f(x) + g(x)

→   ?   ←                                 f(x) g(x)

٣ــ حد توابع f(x) و g(x) در صفر چيست؟
٤ــ حد توابع f(x) + g(x) و f(x) g(x)  در صفر چيست؟ 

٥  ــ چه ارتباطی بين حد توابع f(x) + g(x) و f(x) g(x)  و حد توابع f(x) و g(x) می يابيد؟

 K به g(x) و مقدارهای L به f(x) مقدارهای a به x با نزديک شدن مقدارهای 
x a
lim g( x ) K
→

=  و 
x a
lim f ( x ) L
→

= اگر 
نزديک می شوند، پس مقدارهای f(x) + g(x) به L + K نزديک  می شوند و ميزان نزديک شدن از هر مقداری می تواند کمتر شود. 
پس تابع f(x) + g(x) در a حد دارد و حد آن L + K است. همچنين مقدارهای f(x) g(x)  به LK نزديک می شوند و ميزان نزديک 
شدن از هر مقداری می تواند کمتر  شود. پس تابع f(x) g(x)  در α حد دارد و حد آن LK است. به عبارت ديگر قضايای زير 

برقرارند.
قضيه:

 f.g و f + g حد داشته باشند آن گاه توابع a روی دامنه يکسانی تعريف شده باشند و در نقطه g و f اگر دو تابع
نيز در a حد دارند و

 → → →
+ = +

x a x a x a
lim( f ( x ) g( x )) lim f ( x ) lim g( x )

 
 

 → → →
=

x a x a x a
lim f ( x )g( x ) lim f ( x ). lim g( x )

 

فعاليت 4



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٤٧

۱: تابع y = x در هر نقطه ای مانند a حد دارد و حد آن a است بنابراين تابع y = x۲ نيز در a حد دارد و حد 
آن a۲ است، زيرا

x a x a x a
lim x ( lim x )( lim x ) a.a a
→ → →

= = =2 2

۲: دو تابع y = x و y = x۲ در هر عددی مانند a حد دارند و حد آن ها به ترتيب a و a۲ است، بنابراين 

x a x a x a
lim( x x ) lim x lim x a a
→ → →

+ = + = +2 2 2
 

xy را در نقطه ۴ به دست می آوريم. ( x )( x )= + −2 1
2

۳: حد تابع 

x x x

x xlim( x )( x ) lim( x ). lim( x ) ( )( )
→ → →

+ − = + − = + − =2 2 2

4 4 4

41 1 4 4 1 54
2 2 2  

توجه داشته باشيد که اگر دو تابع با دامنه های غير يکسان را جمع يا ضرب کنيم، ابتدا اين دو تابع را روی دامنه های يکسان تحديد 
می کنيم و سپس در صورت امکان قضيه قبل را برای توابع تحديد يافته به کار می بريم.

١ــ با استقرا ثابت کنيد برای هر عدد طبيعی n داريم:
n n

x a
lim x a
→

=
٢ــ ثابت کنيد برای هر تابع چندجمله ای مانند P(x) داريم:                   

x a
lim P( x ) P( a )
→

=
            

در بالا ديديم که توابع چندجمله ای به گونه ای هستند که در هر نقطه حد دارند و حد آن ها همان مقدار تابع در آن نقاط است. 
بسياری از توابع مهمی که تا اين جا ديده ايم اين خاصيت را دارند که بدون اثبات برخی از آن ها را در اين جا بيان می کنيم. با رسم نمودار 

اين توابع می توانيد درستی حدهای زير را توجيه کنيد.
٠≤ a است وقتی عدد k زوج باشد

→
=k k

x a
lim x a

→
=

x a
lim sin x sina

→
=

x a
lim cos x cos a

→
=x a

x a
lim b b

در حدگيری های بالا، a نقطه ای از دامنه تابع است.

تمرين در كلاس

مثال



فصل 4 حسابان

١٤٨

در نقطه ٢ جدول زير را 
f ( x )
1 ١ــ تابع ٢x - ١ = f(x) را در نظر بگيريد. برای بررسی حد دو تابع f(x) و 

تکميل کنيد.
٢/١   ٢/٠١   ٢/٠٠١   ←        →   ١/٩٩٩   ١/٩٩   ١/٩x

 →   ?   ←                                    f(x) 

→   ?   ←                                   
f ( x )
1

 در نقطه ٢ چه مقدار هستند و چه رابطه ای با هم دارند؟
f ( x )
1 ٢ــ حدهای دو تابع f(x) و 

1 جدول زير را تکميل کنيد.
2

 در نقطه 
f ( x )
1 ٣ــ برای بررسی حد دو تابع f(x) و 

٠/٦   ٠/٥١   ٠/٥٠١   ←        →   ٠/٤٩٩   ٠/٤٩   ٠/٤x

 →   ?   ←                                    f(x) 

→   ?   ←                                   
f ( x )
1

 می يابيد؟ دليل آن را چه می دانيد؟
f ( x )
1 ٤ــ آيا حدی برای 

بحث در كلاس

 نيز در a حد 
f ( x )
1  اگرتابع f(x) در اطراف نقطه ای مانند a تعريف شده باشد و درa  حد داشته باشد، آيا تابع  

دارد؟ حد آن چه می تواند باشد؟ 

فعاليت 5

 به معنای آن است که با نزديک شدن مقدارهای x (در دامنه f ) به a مقدارهای f(x) به L نزديک می شوند. 
x a
lim f ( x ) L
→

=

 a در 
f ( x )
1  از لحاظ قدرمطلق در حال افزايش هستند و به هيچ عدد خاصی نزديک نمی شوند و تابع

f ( x )
1 اگر L = ۰ مقدارهای 

1 نزديک می شوند و ميزان نزديک شدن از هر مقداری می تواند کمتر 
L

 به عدد 
f ( x )
1 حد نخواهد داشت . اما اگر L ≠ ۰ مقدارهای 



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٤٩

1 است. بنابراين می توانيم قضيه زير را بيان کنيم.
L

 در a حد دارد و حد آن 
f ( x )
1 شود. پس در اين حالت تابع 

قضيه:
→

→

=1 1
x a

x a

lim f ( x ) lim f ( x )  آن گاه 
→

≠0
x a
lim f ( x ) اگر 

π حساب می کنيم.
4

y را در  sin x= 1 ١: حد تابع 
  

 
x

x

lim sin x lim sin xπ→ π→

= = =
4

4

1 1 1 2
2
2  

xy را در ١- = x حساب می کنيم.
x

=
+2 1

٢: حد تابع 

→− →− →− →−
→−

= = = − × = −
+ + + +x x x x

x

xlim lim x lim x lim
x x x lim x2 2 2 21 1 1 1

1

1 1 1 11
21 1 1 1  

 تـابع f(x) در 
x
lim( cos x )
→π

+ =1 f را در π بـررسی می کنيم. از آن جـا کـه 0 ( x ) cos x= +
1

1
۳: حد تابع 

x = π حد ندارد.

١ــ حد توابع زير را در نقطه داده شده در صورت وجود بيابيد.
xy در ٤  

x
−=

−
3

2
الف) y = cos٢x + x٢ در π       ب) 

1  در ٢ 22 3x xy += − = در π        د)  +1
x sin xy ( x )cos x

ج) 

٢ــ اگر توابع f(x) و g(x) دامنه يکسانی داشته باشند و در a حد داشته باشند، نشان دهيد تابع f(x) - g(x) نيز 
در a حد دارد و 

x a x a x a
lim( f ( x ) g( x )) lim f ( x ) lim g( x )
→ → →

− = −

 نشان دهيد تابع 
x a
lim g( x )
→

٣ــ اگر توابع f(x) و g(x) دامنه يکسانی داشته باشند و در a حد داشته باشند و 0≠
f نيز در a حد دارد و  ( x )

g( x )
x a

x a
x a

lim f ( x )f ( x )lim g( x ) lim g( x )
→

→
→

=

تمرين در كلاس

مثال



فصل 4 حسابان

١٥٠

f است و حد صورت و  ( x )
g( x )

در محاسبه بسياری از حدهای مهم به حالتی برخورد می کنيم که تابع به صورت 
مخرج در نقطه مورد نظر صفر است. قضايای بالا هيچ کمکی برای محاسبه حد اين گونه توابع نمی کنند. اين حالت را 
0 می نامند. برای محاسبه حد اين گونه توابع (در صورت وجود) يکی از راه ها، ساده سازی اين کسر 

0
اصطلاحاً حالت 

و تبديل آن به حالتی است که عمل محاسبه حد طبق قضايای بالا امکان پذير باشد.

sin را در ۰ بررسی می کنيم.  xy sin x= 2 ۱: حد تابع 
0 قرار داريم و لازم است ابتدا يک ساده سازی از کسر به عمل آوريم.

0
در حالت 

x x x

sin x sin xcos xlim lim lim cos xsin x sin x→ → →
= = =

0 0 0

2 2 2 2
 

=− را در ۱ بررسی می کنيم. 
−

xy
x
1

1
۲: حد تابع 

محاسبه اين حد به طور مستقيم امکان پذير نيست، ولی می توانيم آن را به شکل زير ساده کنيم و سپس حد را 
حساب کنيم.

 
1 1 1 1

1 1 1 11 1 2
11 1 1x x x x

( x )( x ) ( x )( x )xlim lim lim lim( x )xx ( x )( x )→ → → →

− + − +− = = = + =−− − +                   

باشيم، اين به معنای آن است که  0
0

)P در نقطه a در حالت  x )
Q( x )

اگر P(x) و Q(x) دو چندجمله ای باشند و در محاسبه حد 
را ساده کرد و عامل x - a را از صورت 

 
P( x )
Q( x )

P(a) = ۰ و Q(a) = ۰. يعنی صورت و مخرج بر x - a بخش پذيرند و می توان کسر 
و مخرج حذف کرد. با ادامه اين عمليات در صورت وجود حد، می توان آن را محاسبه کرد.

اين  معمولی  کردن  ساده  با  نمی توان  ولی  است   0
0

حالات  از  نيز  حد  اين  است.   ۰ در 
 

sin x
x

تابع  حد  مهم  حدهای  از  يکی 
sin در نزديکی های صفر حدس زده ايم که حد آن ۱ است ولی در اين جا  x

x
کسر، حد آن را حساب کرد. قبلاً با محاسبات تقريبی تابع 

می خواهيم استدلال دقيق تری برای آن بيابيم. 

محاسبه حد در توابع کسری

مثال
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شکل مقابل يک دايره مثلثاتی را نشان می دهد.

١ــ مساحت های مثلث های OBA و OTA و قطاع OBA از دايره را برحسب نسبت های مثلثاتی زاويه (مثبت) 
x  (برحسب راديان) و خود زاويه x محاسبه کنيد و نشان دهيد:

sin x x tan x≤ ≤1 1 1
2 2 2

٢ــ نتيجه بگيريد برای مقدارهای کوچک و مثبت x داريم:
x

sin x cos x≤ ≤ 11
 

 x
sin x

 به چه عددی نزديک می شود؟ با نزديک شدن x به صفر برای تابع 
cos x
1 ٣ــ با نزديک شدن x به صفر 

x در صفر چقدر است؟
sin x

چه نتيجه ای می توان گرفت؟ حد راست 
x حد چپ آن در صفر چيست؟ حد اين تابع در صفر چقدر است؟

sin x
٤ــ با توجه به زوج بودن تابع 

.
x

sin xlim x→
=

0
1 ٥  ــ نتيجه بگيريد 

B T

Ao H

x

cos را در ۰ حساب می کنيم. xy
x

−=
2

1 2 ۱: حد تابع 

x x x

cos x sin x sin xlim lim lim xx x→ → →

−  = = =  

22

2 20 0 0

1 2 2 2 2
 

فعاليت   6
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 و تابع ثابت ۱ قرار گرفته است و اين دو تابع در 
cos x
1 x ديديم که اين تابع بين تابع 

sin x
در فعاليت قبل برای يافتن حد تابع 

x نيز به ناچار با نزديک شدن x به صفر بايد به ۱ نزديک شود. اين 
sin x

صفر حد يکسان ۱ دارند. از اين نکته نتيجه می شود که تابع 
مطلب در حالت کلی هم درست است که آن را قضيه افشردگی می نامند.

قضيه:
اگـر تـابعی مـانند اگـر تـابعی مـانند f(xf(x)) در يـک همسايگی محذوف نقطه ای مانند  در يـک همسايگی محذوف نقطه ای مانند aa بين دو تـابع  بين دو تـابع g(xg(x)) و  و k(xk(x)) قـرار گيـرد، مثلاً  قـرار گيـرد، مثلاً 

..
→

=
x a
lim f ( x ) L k(x)k(x)  ≤≤  f(x)f(x)  ≤≤  g(x)g(x)، و ، و gg و  و kk در نقطه  در نقطه aa دارای حد يکسان  دارای حد يکسان LL باشند، نتيجه می شود  باشند، نتيجه می شود 

L

a

)(xg

)(xk

)(xf

xcos را در صفر حساب می کنيم. x
1 ۲: حد تابع 

x و برای مقدارهای منفی x داريم  xcos xx− ≤ ≤1 cos برای مقدارهای مثبت x داريم  x− ≤ ≤11 از آن جا که 1

x
lim xcos x→

=
0

1 0 . توابعی که در دو طرف نامساوی هستند در صفر حد يکسان صفر دارند، پس  x xcos xx≤ ≤ −1

١ــ حدهای زير را حساب کنيد.

    n

x

xlim x→

−
−1

1
1

ب)     
4

4
2x

xlim
x→

−
−

الف) 

        3

21

2

1x

x xlim
x→−

+ +
−

د) 
 

2 2

20x

x sin xlim
x→

+ ج  ) 

مثال

مسائل
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x

sin xlim cos x→ −

2

01
و)   

x
lim x sin x

→
+2

0
1 هـ)  

         
x

cos xlim xsin→π

−1

2

ح)    
x

cos xlim x→

−
0

1 ز) 

x

cos xlim sin x cos xπ→ −
4

2 ط) 

 .  x a
lim( f ( x ) L )
→

− =0   معادل  با   آن  است  که 
x a
lim f ( x ) L
→

=  ـ ثابت   کنيد  که    ٢ـ
 با 

x a
lim | f ( x )|
→

=0  و 
x a
lim f ( x )
→

=0 ٣ــ با توجه به ايده شهودی حد تابع توضيح دهيد که چرا دو شرط 
يکديگر معادلند.

٤ــ اگر f(x) و g(x) توابعی باشند که در اطراف نقطه a تعريف شده اند و f در a حد دارد ولی g  در a حد ندارد، 
نشان دهيد f + g  در a حد ندارد.

٥  ــ دو تابع f و g مثال بزنيد که در اطراف صفر تعريف شده اند و هيچ کدام در صفر حد ندارند ولی f + g در 
صفر حد دارد.

٦  ــ دو تابع f و g مثال بزنيد که در اطراف a تعريف شده اند و f در a حد داشته باشد ولی g  در a حد نداشته 
باشد، با اين حال fg در a حد داشته باشد.

sin در اطراف صفر تعريف شده است؟ آيا اين تابع در صفر حد دارد؟ درستی نامساوی زير را  x
1 ٧  ــ آيا تابع 

ثابت کنيد.
x sin xx ≤1

x در صفر اظهارنظر کنيد و دليل درستی نظر خود را توضيح   sin x
1 با توجه به اين نامساوی در مورد حد تابع 

دهيد.
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پيوستگی توابع

 را رسم کنيد.
x x

g( x )
x

+ ≠= 
=

1 2

1 2
١ــ نمودار دو تابع ١ + f(x) = x  و 

٢ــ حد اين دو تابع را در نقطه ٢ به دست آوريد.
٣ــ اين دو تابع چه شباهت ها و چه تفاوت هايی دارند و چرا حد آن ها در نقطه ٢ با هم مساوی است؟

٤ــ حد اين دو تابع در نقطه ٢ با مقدارهای اين دو تابع در نقطه ٢ چه رابطه ای دارند؟
٥ ــ يکسانی حد f و مقدار f در نقطه ٢ و تفاوت حد g و مقدار g در نقطه ٢، موجب پيدايش کدام ويژگی در 

نمودار اين دو تابع شده است.

 در بررسی حد يک تابع در يک نقطه، لزومی ندارد تابع در آن نقطه تعريف شده باشد، اما اگر تابع در آن نقطه تعريف شده باشد 
در صورت وجود حد، دو حالت ممکن است رخ دهد. 

الف) حد تابع در آن نقطه مساوی مقدار تابع در آن نقطه است.
ب) حد تابع در آن نقطه مساوی مقدار تابع در آن نقطه نيست.

برای مثال، اين دو حالت در نمودار توابع زير نشان داده شده اند.

o

22

2

حالت (ب)حالت (الف)

1 2
2

1 2

2 3 2

x x

y x

x x

<

= =

− <

1 2
2

2 2

2 3 2

x x

y x

x x

<

= =

− <

فعاليت  7
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همان طور که مشاهده می شود در حالت (الف) نمودار تابع يک پارچه و به هم پيوسته است ولی در حالت (ب) نمودار تابع از 
هم گسسته شده است. علت اين موضوع آن است که در حالت (الف) حد تابع در هر نقطه برابر مقدار تابع در همان نقطه است ولی در 

حالت (ب) در نقطه ٢ حد تابع و مقدار تابع مساوی نيستند. به همين خاطر تعريف زير بنا می شود.
تعريف:

فرض کنيد تابع f در نقطه a و در يک همسايگی چپ يا راست (يا هر دو) a تعريف شده باشد. اگر حد اين تابع 
، گوييم تابع f در a پيوسته است.

→
=

x a
lim f ( x ) f ( a ) در a موجود و برابر f(a) باشد، يعنی 

x

x
)(xf

)(xf

۱: توابع چندجمله ای در هر نقطه ای پيوسته اند، زيرا قبلاً ديديم که برای هر تابع چندجمله ای P(x) در هر نقطه 
.

x a
lim P( x ) P( a )
→

= a داريم: 
kxb در همه نقاط دامنه خود پيوسته اند. ,cos x ,sin x , x ۲: توابع 

 در نـقـطه ۱ پيوسته نيست، زيـرا حـد آن در نقطه ۱ بـرابـر ۲ است ولـی 
x xxf ( x )

x

 − ≠ −= 
 =

2 1 1
1

1 1
۳: تابع 

. f   (۱) = ۱

x x

)(xf

1

2

xxf در صفر پيوسته ( x )
x

 ≠= 
 =

1 0

0 0
٤: تابع 

 نيست، زيرا اين تابع در صفر حد ندارد.

مثال



فصل 4 حسابان

١٥٦

با رسم نمودار توابع زير، پيوستگی آن ها را در نقطه داده شده بررسی کنيد.
a ≠ در نقطه دلخواه ٠ y x= 1 ١ــ 

a = در نقطه ٠ x x x
y

x x x

 + ≤= 
 − <

2

2

0

0
٢ــ 

a = -در نقطه ١ xxy
x x

 ≤ −= 
 + − <

1 1

1 1
٣ــ 

a = -با دامنه [۱, ۱-] در نقطه ١ y = [x] - ۴

تعريف:
اگر تابعی در تمام نقاط دامنه خود پيوسته باشد، آن را تابعی پيوسته می نامند.اگر تابعی در تمام نقاط دامنه خود پيوسته باشد، آن را تابعی پيوسته می نامند.

xf در ۱ پيوسته است؟ از پيوستگی اين تابع در ۱ نمی توانيم صحبت کنيم چون اين تابع در ۱ تعريف نشده  ( x ) x
−= −

2 1
1

آيا تابع 
است. شرط صحبت از پيوستگی يا ناپيوستگی يک تابع در يک نقطه آن است که تابع در آن نقطه و يک همسايگی چپ يا راست (يا 

هر دو) آن نقطه تعريف شده باشد. 

تمرين در كلاس

1f در نقطه ١ پيوسته است. زيرا در نقطه ١ حد دارد و حد آن برابر مقدار تابع در ١  ( x ) x= − ٥: تابع 
است.

1 1 1
1 1 0 1

x x x
lim f ( x ) lim x lim x f ( )

+→ → →
= − = − = =  

توجه داشته باشيد که پيوستگی توابع در نقاط انتهايی دامنه خود به معنای آن است که حد چپ يا راست تابع در 
آن نقطه برابر مقدار تابع در آن نقطه باشد. 
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توابعی  نتيجه  در  و  پيوسته اند  خود  دامنه  نقاط  همه  در   
x kb ,cos x ,sin x , x و  چندجمله ای  توابع   :۱

پيوسته اند. 
y پيوسته است زيرا در تمام نقاط دامنه خود پيوسته است. (صفر در دامنه اين تابع نيست) x= 1 ۲: تابع 

٣: تابع y = [x] که روی IR تعريف شده است در نقاط صحيح ناپيوسته است. اما اگر تابع y = [x] را با دامنه 
[۰,۲] درنظر بگيريم، اين تابع در نقطه صفر پيوسته است ولی در نقاط ١ و ٢ هم چنان ناپيوسته است.

f را بسازيم و f(x) در نقطه ای مانند a حدی برابر L داشته باشد، آيا تابع  ( x ) اگر f(x) تابعی با مقدارهای مثبت باشد و تابع 
L می شود؟ f نيز در a حد دارد؟ آيا حد آن  ( x )

L نزديک می شوند. با نزديک  t نيز به t تابعی پيوسته است و اگر مقدارهای t به عددی مانند L نزديک شوند مقدارهای 

L نزديک می شوند، يعنی تابع  f به  ( x ) شدن مقدارهای x  به a، مقدارهای f(x)  به L نزديک می شوند، در نتيجه مقدارهای 
L است.  به عبارت ديگر: f در a حد دارد و حد آن  ( x )

قضيه:
آنـگـاه  بـاشد،   داشته   حـد  آنـگـاه   بـاشد،   داشته   حـد   aa مـانند  نـقطه ای  در  و  بـاشد  نامنفی  مـقدارهـای  بـا  تـابعی  مـانند   نـقطه ای  در  و  بـاشد  نامنفی  مـقدارهـای  بـا  تـابعی   f(xf(x)) اگـر اگـر 

..
   → →
lim f ( x ) lim f ( x )
x a x a

=

= y است و مطلب بالا برای هر تابع پيوسته ديگری هم برقرار است. اگر g(x) تابعی  x علت درستی رابطه بالا پيوستگی تابع 
 g زيرمجموعهٔ دامنه f قابل انجام باشد (برد g(  f(x)) داشته باشد و ترکيب L حدی برابر a تابعی باشد که در نقطه ای مانند f(x) پيوسته و

باشد) و L در دامنه g باشد، آنگاه تابع g(  f(x)) نيز در a حد دارد و حد آن g(L) است. به عبارت ديگر با شرايط بالا داريم:
lim  ( f ( x )) g( lim f ( x ))
→

=
x a

g
x a→

مثال



فصل 4 حسابان

١٥٨

 می يابيم.
6
π y را در نقطه  sin x= ٤: حد تابع 

x x
lim sin x lim sin x

π π→ →
= = =

6 6

1 2
2 2

a می يابيم. = π2 2
3

sin را در نقطه  xπ −2 2 ٥: حد تابع 

x a x a x a
lim sin x sin( lim x ) sin lim( x )
→ → →

π − = π − = π −2 2 2 2 2 2

sin sin sinπ π π= π − = = =
2 2

2 8 3
9 9 3 2

١ــ با رسم نمودار توابع زير تعيين کنيد کدام يک از آن ها ناپيوستگی دارند و در چه نقاطی ناپيوسته اند؟
    y = x + [x] (ب  y = |x - الف) ٢+ |١

x( x ) x
y

x x

− ≤= 
− + <

1 1

2 1
د)   y = x + |x| (ج

٢ــ در تابع زير مقدار a را طوری تعيين کنيد که تابع پيوسته باشد.

x ax x
y

x a x

 − + ≤= 
 − <

2 1 1

2 1

٣ــ ثابت کنيد به ازای هيچ مقداری برای a تابع زير پيوسته نخواهد بود.
ax x
xy

x

 ≠= 
 =

0

1 0

٤ــ نمودار يک تابع را رسم کنيد که در صفر ناپيوسته باشد ولی در صفر حد داشته باشد.
٥  ــ نمودار يک تابع را رسم کنيد که در دو نقطه صفر و ۱ ناپيوسته باشد و در اين نقاط حد نداشته باشد.

نيز   f(x) g(x) و   f(x) + g(x) توابع  دهيد  نشان  باشند،  يکسان  دامنه  با  پيوسته ای  توابع   g(x) و   f(x) اگر  ٦  ــ 
f چه می توان گفت؟ ( x )

g( x )
پيوسته اند. در مورد پيوستگی 

باشند در مورد پيوستگی تابع g0f چه می توان گفت؟ IR ٧ــ اگر f و g توابع پيوسته ای با دامنه

مثال

مسائل


