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اىن نىز بوده است که حتى المقدور ثمرات ارتباط متقابل جبر و هندسه مورد تأکىد قرار گىرد و دانش آموز 
با شمّه هاىى از تجلىّ وحدت رىاضىات در مقابل انشعابات اجتناب ناپذىر ناشى از رشد و گسترش اىن 

دانش آشنا گردد.

 ٭٭٭٭

2. نظام جدىد آموزش متوسطه و به دنبال آن پىش دانشگاهى، نهضت نوسازى و نوگراىى در 
آموزش و پرورش کشورمان تلقى مى شود که مى توان ثمره هاى مثبت زىادى بر آن برشمرد. ولى هر تغىىر 
و تحوّلى نىاز به بازنگرى و تصحىح مسىر پىموده شده دارد. کتاب هندسۀ تحلىلى و جبرخطى نىز از اىن 
مسىر طبىعى مستثنى نىست. کمىتهٔ برنامه رىزى دورهٔ پىش دانشگاهى، درس هندسهٔ تحلىلى و جبرخطى را 
با توجه به نظر کارشناسان، سنتهاى آموزش کشور، و تجربه ساىر کشورها و روند جهانى به عنوان ىکى از 
مواد درسى دورهٔ پىش دانشگاهى تصوىب کرد. سپس کمىتهٔ برنامه رىزىِ گروه رىـاضىِ دفـتر تألىف کتابهاى 
درسى ابتدایی و متوسطه نظری با توجه  به ضرورت پىشتاز بودن در آموزش رىاضى و با توجه به اىن که 
در برنامهٔ نظام جدىد ابتدا قرار بود فقط عده اى از دانش آموزان )حداکثر دو برابر ظرفىت دانشگاهها( به 
دورهٔ پىش دانشگاهى راه ىابند و بقىه جذب دوره هاى کاردانى و آموزشهاى کاربردى شوند، برنامهٔ اىن 
درس را به گونه اى تنظىم و تصوىب کرد که تألىف نخستىن کتاب براساس آن تدوىن شد. ولى با تحوّل 
برنامه و راه ىافتن عموم دانش آموزان به دورهٔ پىش دانشگاهى عملاً اجراى برنامهٔ تصوىب شده دچار 
مشکلاتى شد که منجر به حذف بخش هاى زىادى از کتاب قبلى گردىد. با توجه به اىن تحوّلات و با توجه 
به اظهارنظرهاى همکاران دبىر رىاضى در سرتاسر کشور، برنامهٔ جدىد با حفظ اصول اوّلىه و با نگرشى 
کاربردى تدوىن شد و وىراىش جدىد کتاب به همهٔ دانش آموزان اىرانى تقدىم مى شود. دانش آموزانى که 

در هزارهٔ مىلادى جدىد به چالشى جهانى فراخوانده شده اند که … 

حضورى گر همى خواهى از او غاىب مشو حافظ.

وىراىش جدىد کتاب هندسهٔ تحلىلى و جبرخطى براى بار اوّل در سال تحصىلى 81  ــ1380 
منتشرشد. پس از آن دبىران محترم شرکت کننده در دورهٔ آموزش  ضمن  خدمت در تابستان1380  
و هم چنىن بعضى از دبىران محترم از سرتاسر کشور نظر اصلاحى خود را براى مؤلفان ارسال 
داشتند. مؤلفان با سپاس از همکارى آنان، بعضى از اىن نظرها را درچاپ جدىد سال 1381 مورد 
توجه قرار داده و در متن کتاب تغىىرات لازم را اعمال کرده اند.درىافت هرگونه نظر سازنده از   سوى 

دبىران محترم  موجب مزىدتشکر مؤلفان خواهد بود.
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  O = (0,0,0)dH9 dOž ◊UI� Ë Å    R

3
 ÆXÝ« œułu'

Æn¹dFðtDI� UÐ —«œÅXNł jšÅÁ—UÄ d¼ tÐ Ï ŸËdý 
  O = (0,0,0) p¹ —œ —«œdÐ  R

3
—UB²š« tÐ U¹ 

 p¹ —«œdÐ U?Ð «— —«œd?Ð s¹« dÖ« ÆrO¹uÖÅv'at?DI� Ë rO¼œ g¹UL� Ï —«œd?Ð s¹« ÊU¹UÄ 
  
(a1,a2,a

3
)¨býUÐ 

—«œd?ÐÅò r?O?�?¹u?�Åv'
  
a = (a1,a2,a

3
) —«œd?Ð d¼ —œ Æå

  
a = (a1,a2,a

3
) ¨

  
a1 ¨

  
a2 Ë 

  
a

3
 ÈU?¼Åt?H?�R�

 —«œdÐaÆb�uýÅv' ÁbO'U� 

 ‰U¦�≤Æ ÈU¼—«œdÐ 
  
a = (1,2, 3) Ë 

  
b = (1,−2,4) qJý —œ «— ∑Ær¹«ÅÁœ«œ g¹UL� 

 qJý ∑

O
y

x

z

  
A == (a1, a2, a3)

x

y

z

O

a
b





ÅÅÅÅÅÅÅ±∞

 ‰U¦�≥ÆÅÈU¼—«œdÐ È«dÐ 
  
a = (1, − 3,2)ÅË   b = ( − 4, − 1,0)Å̈ Åa + b ̈a − bÅËÅ

  

−
1

2
aÆrOM�Åv� «bOÄÅ«—Å

a + b = (1 + ( − 4), − 3 + ( − 1),2 + 0) = ( − 3, − 4,2),

  a − b = (1 − ( − 4), − 3 − ( − 1),2 − 0) = (5, − 2,2),

Æ                                   

  

−
1

2
a = ( −

1

2
,
3

2
, − 1)

t?OC4Ï ±Æ r?O?M� ÷dW a ¨b Ë c ¨Á«u?]?"œ —«œdÐ tÝ 
  o = (0,0,0) Ë d?H?c —«œdÐ r Ë sœbŽ Ëœ 

r¹—«œ  —uc s¹« —œ ÆbMýUÐ vIOIŠ

± ©a + b = b + a ®¨©lLł v¹UłÅtÐUł XOcUš

≤ ©a + (b + c) = (a + b) + c ®¨©lLł Èd¹cá²�dý XOcUš

≥ ©a + o = o + a = a¨

¥ ©a + ( − a) = ( − a) + a = o¨

µ ©r(a + b) = ra + rb¨

∂ ©(r + s)a = ra + sa¨

∑ ©(rs)a = r(sa)¨

∏ ©  1a = a¨

π ©  0a = o¨

±∞ ©ro = oÆ

Æ U³Ł«s?¹dLð Ê«uMŽ tÐ «— Ê¬ t� œuýÅv� t−O²( n¹dFð “« v²Š«— tÐ U¼ÅvÖó¹Ë s¹« ÂULð v²Ý—œ 

 ÆrOM�Åv� U¼—

vÝbM¼ dO³Fð

 —«œdÐ Ëœ lL−KcUŠ t� r¹b¹œ
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
) bM(U� È—«œdÐ a + bXÝ« 

 t�a + b = (a1 + b1 ,a2 + b2 ,a
3
+ b

3
) qJý Æπ “« vÝbM¼ dO³F‡ð d‡¹“ —œ a + bÆb‡¼œÅv‡� ÊUA( «— 

 qJý π

O
y

x

z

b

(b1 b2 b3 ), ,

a+b

(a + b1, a2 + b2, a3 + b3 )1

a (a1 a 2 a 3 ), ,



ÅÅÅÅÅÅ±±

 vIOIŠ œbŽ p¹ »dCKYUŠ œ—u  —œ Ër —«œdÐ —œ 
  
a = (a1,a2,a

3
) —«œdÐ t5 ra = (ra1, ra2, ra

3
)

 X;UŠ —œ eO� XÝ«  r > 1 qJý —œ vÝbM¼ dO³Fð ±∞ÆœuýÅv  Áb¹œ 

 qJý±∞

dHY dOž —«œdÐ Ëœ a Ë b «— U²Ý«—År¼dHY dOž vIOIŠ œbŽ p¹ dÖ« rO U�Åv    rbýUÐ œułu  

 t5b = ra t5 XÝ« ̀ {«Ë Æb = r a Ê¬ —œ t5 ̈r vIOIŠ œbŽ oKD —b, r Ë b¼œÅv  g¹UL� «— a

 Ëb ÈU¼—«œdÐ ‰uÞ d~�U¹UL� VOðdð tÐ a Ë bÆXÝ« 

 q?{U?Hð œ—u  —œb “« a v?M?F¹ ¨a − b = a + (−b)t?M¹d, Ë ¨Ï b ¨v?M?F¹− b q?Jý ¨±±d?O?³Fð 

Æb¼œÅv  tz«—« «— dE�œ—u  vÝbM¼

 qJý ±±

J¹ ÈU¼—«œdÐÒt

J¹ —«œdÐÒtJ¹ ÈU¼—«œdÐ sOÐ —œ ÆbŠ«Ë ‰uÞ UÐ XÝ« È—«œdÐ Ò—«œdÐ tÝ ¨t

i = (1,0,0),   j = (0,1,0),   k = (0,0,1)

ÈU?¼Åv?Öó¹Ë “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë vÖœUÝ tÐ ÆbM²�¼ —«œ—ušdÐ È«ÅÁó¹Ë œdÐ—U5 Ë XOL¼« “« U¼—«œdÐ ÊUOÐ —œ

 —«œd?Ð d¼ ¨vIOIŠ œbŽ p¹ —œ UN�¬ »d{ Ë —«œdÐ Ëœ lLł
  
a = (a1,a2,a

3
) —u?YÅtÐ rO�«uðÅv  «— 

 ÈU¼—«œdÐ VO5dði ¨j Ë krO�¹uMÐ 

O
y

x

z

ra

a

O y

x

z

a

b

a − b

−b



ÅÅÅÅÅÅÅ±≤

                               
  
a = (a1,a2,a

3
)

ÅÅ    
  
= (a1,0,0) + (0,a2,0) + (0,0,a

3
)

    
  
= a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a

3
(0,0,1)

Æ                                                    
  
= a1i + a2j + a

3
k

 —«œdÐ fÄ
  
a = (a1,a2,a

3
)  —uY tÐ a = a1i + a2j + a

3
k XÝ« g¹UL� qÐU, ® qJý tÐ±≤

Æ©bOM5 ÁU~�

d?H?Y d?O?ž —«œd?Ð d¼ È«“« tÐ a ¨—«œdÐ X?N?łaË U?²?Ý«— r?¼ t?5 X?Ý« b?Š«Ë ‰uÞ UÐ È—«œdÐ  

 UÐ XNłÅr¼a—«œdÐ dÖ« ÆbýUÐÅv   XNł a UÐ «— eaÁU~�¬ rO¼œ g¹UL� 

Æ

  

ea =
1

a
a

 l,«Ë —œea XNł aË bM5Åv  hBA  Ê¬ ‰uÞ “« qI²�  «— 

Æa = a ea

OL5 p¹ UÐ —«œdÐ d¼ vMF¹Ò vHM dOž ÈœbŽ Xa XNł p¹ Ë ̈ XÝ« Ê¬ ‰uÞ t5 eaÆœuýÅv  hBA  

Æd?&cð —œ —«œÅX?N?ł jšÅÁ—UÄ d¼     R
3

 d?OE� AB

 qJý —œ±≥ p¹ «—  ÊUJOÄ dÖ« ÆrO U�Åv AtDI� ÏÈ«b²Ð« 

 Ë ÊUJOÄBt?DI� Ï œU?L?� UÐ «— ÊUJOÄ ¨býUÐ Ê¬ ÈUN²�« AB
→

◊UI�  UB²B  UÐ rO�«uðÅv  «— ÊUJOÄ d¼ ÆrO¼œÅv  g¹UL�

ÆrOM5 hBA  Ê¬ v¹UN²�« Ë v¹«b²Ð«

vÝbM¼ ÿU×; “« t5 XNł r¼ Ë È“«u  ÈU¼ÅÊUJOÄ

 qJý±≤

 qJý ±≥

O
y

x

z

A

B

O y

x

z

j

k a

(a1, a2, a3 )

a 3k

a1i
i

a2j



ÅÅÅÅÅÅ±≥

 d~¹bJ¹ UÐ «— bM²:¼ ‰uÞ r¼“—«År¼È«dÐ «d¹“ ¨r¹dOÖÅv� 

Ë—Ås?¹« “« Æœ—«œ X?O?L?¼« XNł Ë ‰uÞ U¼ÅÊUJOÄ Ÿu( s¹«

ŸËdý  UB²]� √b³� “« t� v(UJOÄ “—«År¼ ÈU¼ÅÊUJOÄ sOÐ

s¹« “« «c" Ær¹dOÖÅv� dE( —œ «— —«œdÐ ÊUL¼ vMF¹ ¨œuýÅv�

¨U?¼ÅÊU?J?OÄ ÈUł tÐ Ë r¹dOÖÅv� vJ¹ «— —«œdÐ Ë ÊUJOÄ fÄ

 qJý tÐ® r¹dOÖÅv� dE( —œ «— Ê¬ dþUM²� ÈU¼—«œdÐ±¥ÁU~( 

“« t?� v?(U?J?O?Ä U?Ð d?þU?M?²� —«œdÐ vðUB²]� dE( “« Æ©bOM�

  
P = (x0, y0, z0) t???Ð Ë œu???ýÅv???� ŸËd???ý 

  
Q = (x1, y1, z1)“« X????Ý«  —U???³???Ž ¨œu???ýÅv???� r???²???š 

(x1 − x0 , y1 − y0, z1 − z0) UÐ “—«År¼ —«œdÐ «— Ê¬ Ë PQ
→

ÆrO�U(Åv� 

                   s¹dLð

±®  U?B²]� UÐ vÞUI( Æ±\±\± ¨©  (0,0, − 2) ¨  (1, − 2,2) Ë   ( − 1, − 2, − 3)ÁU~²Ýœ p¹ —œ «— 

ÆbO¼œ g¹UL( rzU�  UB²]�

≤® “« bMð—U³Ž VFJ� p¹ ”Ëƒ— Æ∞\∞\∞® ̈ ©∞\∞\≤® ̈ ©∞\≤\∞® ̈ ©≤\∞\∞® ̈ ©∞\≤\≤® ̈ ©≤\≤\∞¨©

®≤\∞\≤® Ë ©≤\≤\≤ÆbO¼œ g¹UL( rzU�  UB²]� ÁU~²Ýœ p¹ —œ «— VFJ� s¹« Æ©

≥t?M¹d� ÆÏ s?¹d?Lð VFJ� ≤Êœd?� h?]?A?� U?Ð rzU�  UB²]�  U×Hc “« p¹ d¼ tÐ X³:( «— 

ÆbOM� «bOÄ ”Ëƒ—  UB²]�

¥tKcUW ¨d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ ÆÏ P “« QÆbOM� «bOÄ «— 

Å©n"«            
  P = ( 2,0,0)    ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ  ÅÅÅÅ ¨

  
Q = (0,1,1)¨

ÅÅ              ©»

  

P = (1,0, − 1

2
)ÅÅÅ   ¨

  

Q = (
1

2
,

2

2
,0)Æ

µ Y?K?¦� jO×� ÆABC ÷d?W UÐ «— 
  A = ( − 1,0,0) ¨ 

  B = (2,0, 7 ) Ë 
  C = (3, 2, 7 )

ÆbOM� «bOÄ

∂t?D?I?‡?(  UB²‡]‡� ÆÏ M j?šÅÁ—UÄ jÝË PQ t?‡� «— 
  
P = (x0, y0, z0) Ë 

  
Q = (x1, y1, z1)

ÆbOM� «bO‡Ä

∑t(UO� ‰uÞ ÆÏ AM YK¦� “« ABC s¹dLð —œ t� «— µÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ XÝ« Ábý d�– 

 qJý±¥

O
y

x

z



ÅÅÅÅÅÅÅ±¥

 qJý±

b

a

θ ′a





















ÅÅÅÅÅÅÅ≤¥

≤ ÈU¼—«œdÐ bO¼œ ÊUA� Æa ¨b Ë cÆb�œuLŽ r¼dÐ ËœÅtÐËœ b�«ÅÁbý n¹dFð d¹“ —œ t5 

Æ
  
c = (20,−29,11), 

  
b = (3,7,13), 

  
a = (2,1,−1)

≥ ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æ a Ëbð ¨X?Ý« Áb ¬ d¹“ —œ t5 , d¹uB rzUa œ«b² « ÈË— «— bË 

M¹d,tÏ a œ«b² « tÐ X³�� «— bÆbOM5 «bOÄ 

 ©n;«
  
a = (2,−1,2)ÅÅ        ¨

  
b = (1,0,0)¨

ÅÅ       ©»
  
a = (1,0,0) ¨

  
b = (−2, 3,− 4)¨

 ©ÃÅÅ       
  
a = (1,1,0)    ¨

  
b = (−1,2,4)¨

 ©œÅÅÅ     
  
a = (2, 3,1) ¨      

  
b = (3,2,1)Æ

¥ b?OM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c ÈU?¼Å‰u?Þ tÐ VOðdð tÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ ± ¨Å≤ Ë ≥t?5 XOYUš s¹« UÐ 

a + b + c = o —«bI  Æa.b + b.c + c.aÆbOM5 t³ÝU×  «— 

µ b?OM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c d?Ö« Æb?M?ýUÐ dHYdOž —«œdÐ tÝ a.b = a.ct?5 b?O¼œ ÊUA� v;U¦  UÐ ¨

 œ—«b� v Ëe;b = cÆ

∂ —«œdÐ rzU, d¹uBð Æ  a = (4,−3,2) UB²B   ÈU¼—u×  X³¦  XL�, UÐ t5 È—«œdÐ œ«b² «dÐ «— 

ÁœUŠ ÈU¹«Ë“ÏÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ œ“UÝÅv  ÈËU�  

∑ bOM5 ÷d4 Æ  a = (3,−6,−1) ¨  b = (1,4, −5) Ë   c = (3,−4,12) d¹uBð ÆU, rza + b«— 

 œ«b² «ÅdÐcÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

∏ bOM5 ÷d4 Æ  a = (1,−3,4) ¨  b = (3,−4,2) Ë   c = (−1,1,4) rzU, d¹uBð Æaœ«b² « dÐ «— 

b + cÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

π bOM5 ÷d4 ©n;« Æa Ë b ÈËU� U� ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ a.b ≤ a b bOM5 XÐUŁ «— ®s¹«

¨©XÝ« ·ËdF  fð—«uý ‡‡ vA5 ÈËU� U� tÐ ÈËU� U�

 v??I??O??I??Š œ«b??Ž« È«d??Ð b?O?M?5 X?ÐU?Ł n?;« p?L?5 t?Ð ©»
  
a1 ¨

  
a2 ¨

  
a

3
 ¨

  
b1 ¨

  
b2 Ë 

  
b

3
r??¹—«œ 

  
a1b1 + a2b2 + a

3
b

3
≤ ( a1

2 + a2

2 + a
3

2 )
1

2 ( b1

2 + b2

2 + b
3

2 )
1

2
¨

v?????I?????O?????I?????Š œ«b?????Ž« È«d?????Ð b?????O?????M?????5 X?????ÐU?????Ł » p????L????5 t????Ð ©Ã 
  
a1 ¨

  
a2 Ë 

  
a

3
r?????¹—«œ 

  
( a1 + a2 + a

3

3
) 2 ≤ a1

2 + a2

2 + a
3

2

3
Æ

±∞ bOM5 ÷d4 Æa Ë b b?OM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ a dÐ bdÖ« jI4 Ë dÖ« XÝ« œuLŽ 

  
a + b2 = a 2 + b2

 ®tOC, Â«b5 “« b¹bł vðU³Ł« ¨s¹dLð s¹«  U³Ł« UÐÏÆ©øb¹«ÅÁœd5 tz«—« tÝbM¼ ·ËdF  



ÅÅÅÅÅÅ≤µ

±± bOM5 ÷d4 Æa Ë b ∫bOM5 XÐUŁ «— YK¦  ÈËU� U� ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ a + b ≤ a + b

tOC, Â«b5 “« b¹bł vðU³Ł« ¨s¹dLð s¹«  U³Ł« UÐ®ÏÆ©øb¹«ÅÁœd5 tz«—« tÝbM¼ ·ËdF  

±≤ bOM5 ÷d4 ÆaË b bOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ 
  
a + b2 + a − b2 = 2a 2 + 2b2

tDÐ«— vÝbM¼ dO³Fð®ÏÆ©øX�OÇ ôUÐ 

±≥ bOM5 ÷d4 Æa Ë b Ë bMýUÐ —«œdÐ Ëœ a + b Ë a − bv4U5 Ë Â“ô vÞdý ÆbMýUÐ dHYdOž 

 Êœu?Ð œuLŽ È«dÐa + b dÐ a − b b?O?M5 «bOÄ «— ®X?ÝœÅt?Ð s?¹d?Lð s¹« qŠ “« «— vÝbM¼ VKD  Â«b5

Æ©øb¹«ÅÁœ—Ë¬

±ÆÅ≥vł—Uš »d{ÅÅ 

—«œdÐ Ëœ tÐ rO¼«ušÅv  ̈ r¹œd5 t²�Ð«Ë œbŽ p¹ —«œdÐ Ëœ tÐ t5 q³, gBÐ ·öšdÐ ̈ gBÐ s¹« —œ

ÆbM U�Åv  —u5c  —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{ «— —«œdÐ s¹« ÆrOM5 t²�Ð«Ë —«œdÐ p¹

Æn¹dFð rOM5 ÷d4 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
) ÆbMýU‡Ð —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{

a —œ b œUL� UÐ t5 «— a × brOM5Åv  n¹dFð d¹“  —uYÅtÐ rO¼œÅv  g¹UL� 

Æ
  
a × b = (a2b

3
− a

3
b2  ,  a

3
b1 − a1b3

 ,  a1b2 − a2b1)

 ‰U¦�±Æ rOM5 ÷d4 
  
a = (2,−1, 3) Ë 

  
b = (−1,−2,4)Æ —uY s¹« —œ 

a × b = (2,−1, 3) × (−1,−2,4)

  
(2)(−2) − (−1)(−1) )

  
= ( (−1)(4) − (3)(−2)  ,  (3)(−1) − (2)(4)  ,ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

,
  
= (2,−11,−5)

b × a = (−1,−2,4) × (2,−1, 3)

  
(−1)(−1) − (−2)(2) )

  
= ( (−2)(3) − (4)(−1)  ,  (4)(2) − (−1)(3)  ,

Æ
  
= (−2,11,5)

 —«œdÐ Ëœ È«dÐ t5 rOM5Åv  tłuða Ë b r¹—«œ b�«ÅÁbý v4dF  ‰U¦  s¹« —œ t5 a × b = −(b × a)Æ

 —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ «— VKD  s¹« Ê«uðÅv  Ë býUÐÅvL� v4œUBð Ÿu{u  s¹«a Ë bœd5 XÐUŁ vK5 X;UŠ —œ 

 vÖó¹Ë tÐ®±Æ©bOM5 ÁU~� vł—Uš »d{



ÅÅÅÅÅÅÅ≤∂

 ‰U¦�≤Æ ÈU¼—«œdÐ i ¨j Ë kôUÐ n¹dFð dÐUMÐ Ær¹dOÖÅv  dE� —œ «— 

Æi × j = (1,0,0) × (0,1,0) = ((0)(0) − (0)(1)  ,  (0)(0) − (1)(0)  ,  (1)(1) − (0)(0)) = (0,0,1) = k

 bOM5 vÝ—dÐ bO�«uðÅv  s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ VOðdð sOL¼ tÐj × k = i Ë k × i = jÆ

vł—Uš »d{ ÈU¼ÅvÖó¹Ë

Æœd5 rO¼«uš ÊUOÐ «— vł—Uš »d{ rN  ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« vCFÐ d¹“ —œ

 vÖó¹Ë±Ævł—Uš »d{  —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a × b = −(b × a)Æ

 v?Öó?¹Ë v?²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ± r?O?¼œÅv  —«d, 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)t?łuð Æ

t5 rOM5Åv ÅÅÅ                             

ÅÅÅ 
  
a × b = (a1,a2,a

3
) × (b1, b2, b

3
)

                       ,
  
= (a2b

3
− a

3
b2  ,  a

3
b1 − a1b3

 ,  a1b2 − a2b1)

Ë

  b × a = (b1, b2, b
3

) × (a1,a2,a
3

)

Æ                       = (b2a
3

− b
3
a2  ,  b

3
a1 − b1a3

 ,  b1a2 − b2a1)

 t5 œuýÅv  tEŠö  v²Š«— tÐ «c;a × b = −(b × a)Æ

 vÖó¹Ë≤Ævł—Uš »d{  —«œdÐ d¼ È«dÐ a ¨a × a = oÆ

 v?Öó?¹Ë v?²?Ý—œ v?Ý—dÐ È«dÐ≤ v?Öó?¹Ë d?ÐU?M?Ð t?5 r?O?M5Åv  tłuð ± ¨a × a = −(a × a)«c; Ë 

  2(a × a) = o¨ U¹ a × a = oÆ

 v????Öó????¹Ë≥Æv????ł—U????š »d???{  —«œd????Ð Ëœ d????¼ È«d????Ð a Ë b v????I????O????I????Š œb????Ž d???¼ Ë r¨

ra × b = r(a × b) = a × rbÆ

 vÖó¹Ë —œ≥« ÈËU�ð v²Ý—œ jI4 ¨Ë
Ò

s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ ÆrOM5Åv  vÝ—dÐ «— ‰

 rO¼œÅv  —«d, —uEM  s¹« È«dÐ ÆœuýÅv  U¼—
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)t−O²� —œ Æ





ÅÅÅÅÅÅÅ≤∏

tOCAÏ ±Æ rOM5 ÷d4 a Ë b —uY s¹« —œ ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ 

Æ  a.(a × b) =0 ,  b.(a × b) =0

Æ U³Ł« rO¼œÅv  —«d, 
  
a = (a1,a2,a

3
)Ë  

  
b = (b1, b2, b

3
)t−O²�—œ ¨

,a.(a × b) = a1(a2b
3

− a
3
b2) + a2(a

3
b1 − a1b3

) + a
3
(a1b2 − a2b1) =0

Ë

Æ b.(a × b) = b
1
(a

2
b

3
− a

3
b

2
) + b

2
(a

3
b

1
− a

1
b

3
) + b

3
(a

1
b

2
− a

2
b

1
) =0

Æt−O²< dÖ« a Ë b t5 È—uÞ bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ a × b ÁU~�¬ ̈ œœdÖ dHYdOž eO� a × br¼ 

 dÐa dÐ r¼ Ë bÆXÝ« œuLŽ 

 ‰U¦�¥Æ —«œd?Ð Ëœ d¼ dÐ t5 rOM5 «bOÄ È—«œdÐ rO¼«ušÅv  
  
a = (4,−1, 3) Ë 

  
b = (2, 3,−1)

t−O²� dÐUMÐ ÆbýUÐ œuLŽÏ UÐ XÝ« dÐ«dÐ »uKD  —«œdÐ ¨ôUÐ a × b = (−8 ,10,14)Æ

tOCAÏ ≤Æ dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë bt¹Ë«“ t5 Ï UN�¬ sOÐ θr¹—«œ XÝ« 

Æa × b = a b sin θ

Æ U³Ł« ÷d4 UÐË n¹dFð pL5 tÐ 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)rO�¹uMÐ rO�«uðÅv  

                  
  
a × b2 = (a2b

3
− a

3
b2)2 + (a

3
b1 − a1b3

)2 + (a1b2 − a2b1)2

  
= a2

2b
3

2 −2a2a
3
b2b

3
+ a

3

2 b2

2 + a
3

2 b1

2 −2a1a3
b1b3

+ a1

2b
3

2

  
+ a1

2b2

2 −2a1a2b1b2 + a2

2b1

2

 
  
= (a1

2 + a2

2 + a
3

2 )(b1

2 + b2

2 + b
3

2 ) − (a1b1 + a2b2 + a
3
b

3
)2

                                                        
  
= a 2 b2 − (a.b)2

                                               
  
= a 2 b2 − a 2 b2 cos2 θ

  
= a 2 b2(1− cos2 θ )                       

  
= a 2 b2 sin2 θ                            

  
= ( a b sin θ ) 2 .                        



ÅÅÅÅÅÅ≤π

 t?−?O²� —œ
  
a × b2 = ( a b sin θ ) 2 Êu?Ç Æ  0 ≤ θ ≤ π «c; ¨  sin θ ≥ 0t?−?O²� —œ Æa × bË 

a b sin θ «c; Ë bMýUÐÅv  vHM U� a × b = a b sin θ Æ

 vÖó¹ËµÆvł—Uš »d{  dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a UÐ bjI4 Ë dÖ« XÝ« È“«u  

 dÖ«a × b = oÆ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐµ r¹dOÖ ¨θt¹Ë«“ Ï —«œdÐ Ëœ sOÐ a Ë b —uY s¹« —œ ÆbýUÐ 

                                 a × b = o ⇔ a × b =0

              
  
⇔ a b sin θ = 0

 ÈU¼—«œdÐ ÊœuÐ dHYdOž tÐ tłuð UÐ          a Ëb            ⇔ sin θ = 0

            θ = π U¹   ⇔ θ = 0

a. Ë b bMýUÐ È“«u  r¼ UÐ ⇔

Æd&cðt?OC, Ï ≤t−O²� ËÅÏ “« v?ÝbM¼ dO³Fð p¹ ¨Ê¬Å“« q³,

 dÖ« l,«Ë —œ Æb¼œÅv  XÝœÅtÐ —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{a Ë bËœ 

 b?MýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëa × bd?E� “« ÁU~�¬ ¨býUÐ dHYdOž eO� 

 ̈ vÝbM¼a × bt×HY dÐ œuLŽ È—«œdÐ Ï “« «—cÖ a Ë bbýUÐÅv  

 Ê¬ ‰u?Þ t?5a b sin θ Ê¬ —œ t??5 X?Ý« θt?¹Ë«“ Ï s?O?Ð a Ë b

XNł t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv  ÆXÝ«a × bv²,Ë XÝ« XÝ«— XÝœ X�ý XA~�« XNł XLÝ tÐ  eO� 

 ·dÞ “« ÊU²A~�« t5a tÐ btÐ®ÅÅÅÅÅXÝ« Ã—Uš »U²5 s¹« vÝ—œ t U�dÐ “« Ÿu{u  s¹« qO;œ vÝ—dÐ ÆbMýUÐ  

 qJý±Æ©bOM5 ÁU~� 

 —«œd?Ð Ëœ jÝuð t5 vŽö{ô«ÅÈ“«u²  XŠU�  t5 rO¼œÅv  ÊUA� gBÐ s¹« ÈUN²�« —œa Ë b

 —«œd?Ð t?Ý j?Ýuð t5 vŠuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š Ë œuýÅv  t²šUÝa ¨b Ë cÊ«u?ðÅv  «— b¹¬Åv  œułËÅÅtÐ 

s?¹« Æœd5 ÊUOÐ ÕuD�;«ÅÈ“«u²  U¹ Ÿö{ô«ÅÈ“«u²  Ê¬ ÁbMM5bO;uð ÈU¼—«œdÐ vł—Uš »d{ V�ŠdÐ

Æb¼œÅv  XÝœÅtÐ vł—Uš »d{ “« «— Èd~¹œ vÝbM¼ dO³Fð Ÿu{u 

 qJý±

b

a

a × b





ÅÅÅÅÅÅ≥±

a × b = (−12,−24,8) YK¦  XŠU�  «c; Ë ABCUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

Æ

  

1

2
a × b = 1

2
(−12)2 + (−24)2 + (8)2 = 1

2
784 = 28

2
=14

ÕuD��« È“«u²� r−Š

 r¹dOÖa ¨b Ë cs¹« ÈË— t5 vŠuD�;« È“«u²  ÆbMýU³� l,«Ë t×HY p¹ —œ t5 bMýUÐ —«œdÐ tÝ 

 qJý tÐ® r¹dOÖÅv  dE� —œ «— œuýÅv  UMÐ —«œdÐ tÝ≥Æ©bOM5 ÁU~� 

 qJý≥

 —«œd?Ð r?zU?, d?¹u?B?ð U?Ð X?Ý« d?Ð«d?Ð Õu?D?�?;«ÅÈ“«u?²?  s?¹«ÅŸUHð—« t5 XÝ« `{«Ëa—«œdÐ ÈË— 

b × c¨ v???????M??????F??????¹

  

a.(b × c)

b × c2
(b × c)Á“«b???????�« «c??????; Æ ÏU???????Ð X???????Ý« d??????Ð«d??????Ð ŸU??????H??????ð—« s??????¹« 

  

a.(b × c)

b × c2
(b × c) = a.(b × c)

b × c2
b × c = a.(b × c)

b × c
 d????ÐU????M????Ð t????−????O????²????�—œ Æ®Å±r?????−????Š ©

UÐ XÝ« dÐ«dÐ ÕuD�;«ÅÈ“«u² 

Æ= b × c
a.(b × c)

b × c
= a.(b × c) Á“«b�«Ï ŸUHð—« ×ÁbŽU, XŠU�  

 t??5 v??YU?š X?;U?Š —œa ¨b Ë cp??¹ t??Ð Õu??D??�??;«ÅÈ“«u?²?  ¨b?�d?O?~?Ð —«d?, t?×?H?Y p?¹ —œ 

s¹«—œ ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š «c; Ë ©ø«dÇ® œuýÅv  q¹b³ð tDI� p¹ U¹ Ë jš p¹ U¹ Ÿö{ô«ÅÈ“«u² 

 ’Uš X;UŠ s¹« —œ v4dÞ “« ÆXÝ« dHY dÐ«dÐ X;UŠa.(b × c) œu?Ð b¼«uš dHY eO� ®—œ Ë ©ø«dÇ

 UÐ XÝ« dÐ«dÐ ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š eO� ’Uš X;UŠ s¹« —œ t−O²�a.(b × c)—œ t5 rOM5Åv  tłuð Æ

b × c

a

c

b



ÅÅÅÅÅÅÅ≥≤

t³ÝU× Ï«c; ¨r¹dO~Ð dE�—œ ÁbŽU, Ê«uMŽÅtÐ «— ÁułË “« p¹ d¼ rO²��«uðÅv  ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š 

   Å®≤ ©Æ = a.(b × c) = b.(c × a) = c.(a × b)  t5 vŠuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š—«œdÐ tÝ ÈË— a ̈bË  cœuýÅv  UMÐ 

 ‰U¦�∂Æ ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 «— vŠuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š rO¼«ušÅv  
  
a = (1,1,0) ̈

  
b = (0,1,1)

 Ë
  
c = (1,0,1) ÊuÇ ÆrOM5 «bOÄ œuýÅv  bO;uð 

  
b × c = (1,1, −1) dÐUMÐ «c; ¨®Å≤©

Æ
  
= a.(b × c) = (1,1,0).(1,1,−1) = 1 + 1 + 0 = 2ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š 

 ‰U??¦??�∑Æ ÈU???¼—«œd??Ð t??5 r??O??M??5 v??Ý—d??Ð r??O??¼«u??šÅv??    a = (2, 3,−1) ¨
  
b = (1,−1, 3)Ë 

  c = (1,9,−11) XÝ« v4U5 —uEM  s¹« È«dÐ Æt�U¹ b�«Åt×HY r¼ a.(b × c) rOM5 t³ÝU×  «— ®Æ©ø«dÇ

 Êu???Ç  b × c = (−16,14,10) f???Ä   =0  −32 + 42 −10=a.(b × c)r????−???Š t???5 s???¹« v???M???F???¹ Æ

 ÈU?¼—«œd?Ð j?Ýu?ð Áb?ý b?O?;u?ð Õu?D?�?;«ÅÈ“«u?²? a ¨b Ë cb?¼œÅv?  ÊU?A?� s?¹« t?5 X?Ý« d?H?Y d?Ð«d?Ð 

 «c?; Ë X?Ý« j?š U?¹ Ÿö?{ô«ÅÈ“«u?²?  p?¹ Uł s¹« —œ Ábý bO;uð ÕuD�;«ÅÈ“«u² a ¨b Ë cp¹ —œ 

Æb�dOÖÅv  —«d, t×HY

                   s¹dLð

± ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æa ¨b Ë c ¨XÝ« Áb ¬ d¹“ —œ t5 b × c Ë a.(b × c)t³ÝU×  «— 

 ÆbOM5b × c Ë a.(b × c)øbM²�¼ tÇ d~�U¹UL� 

 ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ©n;«
  
a = (1,1,0) ¨   

  
b = (0,1,1) ÅÅÅÅÅÅÅÅË 

  
c = (−1,−3,4)¨

   ©»  a = (−3,1,1) ¨
  
b = (1,0,−1) Ë      

  
c = (1,1,−1)Æ

≤ —«œdÐ Ëœ dÐ œuLŽ È—«œdÐ Æ
  
a = (1,−3,2) Ë 

  
b = (−2,1,−5)ÆbOM5 «bOÄ 

≥ bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c dÖ« ÆbMýUÐ dHYdOž —«œdÐ tÝ a × b = a × ct5 bO¼œ ÊUA� v;U¦  UÐ ¨

 œ—«b� v Ëe;b = cÆ

¥ bOM5 ÷d4 Æa Ë b ‰u?Þ tÐ v¹U¼—«œdÐ µt¹Ë«“ d~¹bJ¹ UÐ t5 bM²�¼ Ï 

  

π
4

X?ŠU�  Æb�“UÝÅv  

 ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 «— v¦K¦   a −2b Ë   3a + 2bÆbOM5 «bOÄ œuýÅv  bO;uð 

µ ÈU¼—«œdÐ Æa Ë b t5 XOYUš s¹« UÐ b�«Å÷ËdH  
  
a = 3 ̈

  
b = 26 Ë 

  
a × b = 72—«bI  Æ



ÅÅÅÅÅÅ≥≥

a.bÆbOM5 t³ÝU×  «— 

∂ bOM5 ÷d4 Æa ̈b Ë c Ë Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ i ̈j Ë kJ¹ ÈU¼—«œdÐ ÒÁœUÝ «— d¹“  «—U³Ž ÆbMýUÐ t

ÆbOM5

 ©n;«i × ( j + k) − j × (i + k) + k × (i + j + k)¨

 ©»(a + b + c) × c + (a + b + c) × b + (b − c) × a¨

 ©Ã  (2a + b) × (c − a) + (b + c) × (a + b)¨

 ©œ2i.( j × k) + 3 j.(i × k) + 4k.(i × j)Æ

∑ b?O?M?5 ÷d4 Æa ¨b Ë c t?5 X?O?YU?š s?¹« U?Ð b?M?ýU?Ð —«œdÐ tÝ a + b + c = ob?O?M?5 X?ÐUŁ Æ

a × b = b × c = c × aÆ

∏ bOM5 ÷d4 Æa ̈b ̈c Ë d t5 XOYUš s¹« UÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ a × b = c × d Ë a × c = b × dÆ

 ÈU¼—«œdÐ dÖ« bOM5 XÐUŁa − d Ë b − cr¼ UÐ ÁU~�¬ ¨bMýUÐ dHY dOž ÆbM¹“«u  

π bOM5 ÷d4 Æa ̈b Ë c t5 XOYUš s¹« UÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ (a × b) + (b × c) + (c × a) = oÆ

 ÈU¼—«œdÐ bOM5 XÐUŁa¨ b Ë cÆb�dOÖÅv  —«d, t×HY p¹ —œ 

±∞ bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë cbOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ 

Æa × (b × c) = (a.c)b − (a.b)c

±± bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë cbOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ 

Æa × (b × c) + b × (c × a) + c × (a × b) = o

±≤ b?O?M5 ÷d4 Æp ¨q  ¨r Ë s ÈU?¼—«œd?Ð b?O?M?5 X?ÐU?Ł Æb?M?ýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ a = p × s¨

b = q × s Ë c = r × sÆb�dOÖÅv  —«d, t×HY p¹ —œ 


