
32

2 ـ1ـ مجموعه
فکر مى کنىد مى توانىم مفهوم مجموعه را به کمک مفهوم هاى ساده ترى از خود مفهوم مجموعه 

تعرىف کنىم؟!
اىن کار امکان پذىر نىست! ولى اغلب افراد با اىن مفهوم آشنا هستند و آن را به کار مى برند. به عنوان 
مثال عبارت هاى »دانش آموزانى که معدل آنها 16 است«، »نقطه هاىى در فضا که از دو نقطهٔ مفروض 
به ىک فاصله اند«، »عددهاى 2 ، 3 ، 5 و 7« و »همهٔ کسانى که گواهىنامهٔ رانندگى دارند« هر کدام ىک 
مجموعه هستند. درواقع مجموعه به عنوان دسته اى از اشىاى کاملاً معىن درنظر گرفته مى شود که با 

نام بردن اعضاى آن ىا معرفى خاصىت مشترک اعضاى آن مشخص مى شود.
متعدد  و  بررسى روش هاى طبىعى  به  با طبىعت مجموعه ها  بىشتر  آشناىى  اىن فصل ضمن  در 
ترکىب و پىراىش مجموعه ها، براى تشکىل مجموعه هاى دىگر مى پردازىم. همان طور که بررسى نظام وار 
با اعمال جمع، تفرىق، ضرب و تقسىم به جبر اعداد مى انجامد؛ مطالعهٔ  وىژگى هاى کلى اعداد همراه 

نظام وار اىن روش ها نىز به »جبر مجموعه ها « منجر مى شود.
معمولاً در حالت کلى مجموعه را با ىکى از حروف بزرگ C ،B ،A،… نشان مى دهىم.

اشىاىى که با هم مجموعهٔ مفروضى را تشکىل مى دهند، عضوها ىا عنصرهاى آن مجموعه نامىده 
مى شوند. براى آنکه تعلق عضوى چون x به مجموعه اى چون A را به طور نمادى بىان کنىم، مى نوىسىم

x∈A  
و اگر x عضو مجموعهٔ A نباشد و ىا به عبارت دىگر x متعلق به A نباشد، مى نوىسىم

x∉A  
بدىهى است براى شناختن ىک مجموعه باىد بدانىم دقىقاً چه چىزهاىى عضو آن هستند.

آن مشخص  اعضاى  معرفى خاصىت مشترک  ىا  آن  اعضاى  بردن  نام  با  گفتىم ىک مجموعه 

مجموعه ـ ضرب دکارتی و رابطه

فصل2
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مى شود. مثلاً مجموعه اعداد اول ىک رقمى را با نام بردن اعضاى آن به صورت
 }2 ,3 ,5 ,7{  

و ىا با بىان خاصىت مشترک اعضاى آن به صورت
}x | عدد اول ىک رقمى است x{  

نشان مى دهىم که آن را با به کار بردن نماد » x > 10« به جاى »x ىک رقمى است« و »x∈P« به جاى 
»x عددى اول است« به صورت

	}x| x > 10 , x∈P{  
مى نوىسىم.

به عنوان مثالى دىگر؛ مى دانىم مجموعه نقطه هاىى از ىک صفحه که به فاصلهٔ معىنى از نقطهٔ مفروضى 
در آن صفحه باشند ىک داىره تشکىل مى دهند. در اىن مثال مجموعه را به کمک ىک شرط تعرىف 
کرده اىم که باىد عضوهاى مجموعه با آن سازگار باشند و ىا مى توان گفت، خاصىتى را معىن کرده اىم 
که عضوهاى مجموعه باىد آن را داشته باشند. نقطه هاى واقع بر محىط داىره، با اىن شرط سازگارند و 
ىا داراى اىن خاصىت هستند که، همهٔ آنها در ىک صفحه قرار گرفته اند و از نقطه مفروضى )O مرکز 

داىره( به ىک فاصله )r اندازهٔ شعاع داىره( هستند.
در مشخص کردن ىک مجموعه، ممکن است مناسب، ىا حتى امکان پذىر نباشد که فهرست کاملى 
از اعضاىش را بنوىسىم. مجموعهٔ نقاط روى داىره به مرکز O و شعاع r از آن جمله هستند؛ ىا مانند 

مجموعهٔ اعداد اول امکان نوشتن همهٔ عضوهاى آن نباشد،
P = }2 ,3 ,5 ,7 ,11 ,13 ,17 ,19 ,…{  

مفهوم هاى »شرط« و »خاصىت« پىوندى جدى با مفهوم »مجموعه« دارند. به طور کلى هر تعرىف 
از نوع

S = }x |x شرطى در مورد {  
به اىن معنى است که S مجموعهٔ همهٔ xهاىى است که در مورد آنها شرط مفروضى صادق باشد. 

به طور مثال اگر A را مجموعهٔ جواب هاى معادلهٔ درجه دوم
x2 - 4x - 5 =0  

در  نظر بگىرىم مى توان آن را بعد از حل معادله به صورت
A = }-1 , 5{  

نشان داد، ىا از حل معادله اجتناب کرده آن را به صورت
	A = }x | x2 - 4x - 5 = 0{  
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بنوىسىم. به اىن طرىق نىز تعرىفى دقىق و بدون ابهام براى A به دست مى آىد.
حال به عنوان مثالى دىگر مجموعهٔ B را به صورت زىر درنظر بگىرىد

B = }x | -2 ≥ x ≥3{  
با کمى دقت متوجه ابهامى در تعرىف اىن مجموعه مى شوىم. زىرا اگر فقط اعداد صحىح مورد 
نظر باشند، مجموعهٔ B شامل اعداد 2 -، 1 -، 0 ، 1 ، 2 و 3 مى شود ولى اگر اعداد حقىقى مورد نظر 

باشند آنگاه همهٔ اعداد حقىقى دىگر بىن 2 - و 3 را نىز شامل مى شود.
براى رفع چنىن ابهامى، مجموعه اى چون U را که اعضاى مجموعهٔ موردنظر باىد از آن انتخاب 

شوند، مشخص مى کنىم. به طور کلى هر تعرىف به صورت
 X = }x ∈ U | x شرطى در مورد {  

به اىن معنى است که X مجموعهٔ تمام اعضاىى مانند x موجود در مجموعهٔ U است که به ازاى 
آنها شرط مفروض در مورد x برآورده مى شود. البته صورت معادل

X= }x | x  و شرطى در مورد x ∈ U {  
نىز همان معنا را دارد ولى ما نماىش اول را ترجىح مى دهىم چون بر نقش U تأکىد بىشترى دارد.

ىا  مرجع  مى شوند، مجموعهٔ  انتخاب  آن  از  تعىىن شده  اعضاى X طبق شرط  که   U مجموعه
مجموعهٔ جهانى1 خوانده مى شود.

به عنوان مثال اگر A مجموعهٔ اعداد مضرب 3 باشد، آنگاه مجموعهٔ جهانى را مجموعه اعداد 
صحىح »Z« مى گىرىم و آن را به صورت 

A= }x∈Z| x=3k , k ∈Z{  
نشان مى دهىم.

معمولاً خاصىت مشترک اعضاى ىک مجموعه را با P(x) ىا q(x) نشان مى دهىم و آن را گزاره نما 
بـا متغىر x مى خوانىم. بنابراىن براى نشان دادن مجموعهٔ X درحالت کلى مى نوىسىم:

X=}x∈U | P)x({  
که U مجموعهٔ جهانى و P(x) به معنى »x خاصىت P دارد« مى باشد )گزاره نما(.

در مجموعهٔ
	A =}x∈R|1>x>2{  

Universal Set ــ1
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اعداد حقىقى R، مجموعهٔ جهانى و x>2<1 همان P(x) است.
به طور کلى

 a∈U که هرگاه هر عضو مانند x گزاره نما عبارتى است شامل نمادی مانند
را به جای x قرار دهىم جملۀ حاصل ىا به وضوح درست باشد ىا به وضوح نادرست.

اگر چنىن باشد مى گوىىم که اىن گزاره نما براى مجموعهٔ U معتبر است.
مثلاً عبارت x≥3≤2- ىک گزاره نماست که براى مجموعهٔ Z و براى مجموعهٔ R معتبر است. 
ىعنى با قرار دادن هر عدد صحىح ىا حقىقى به جاى x جمله اى به دست مى آىد که ىا درست است ىا 

نادرست. مثلاً جملهٔ 3≤1≤2- درست است ولى 3≤6≤2- نادرست است.
را   M اگر مثلاً  مى شود.  تعرىف  متفاوت  در مجموعه هاىِ جهانىِ  گزاره نما  که  کرد  توجه  باىد 
مجموعهٔ چهارضلعى هاى محدب واقع در صفحه درنظر بگىرىم آنگاه عبارت »x مربع است« گزاره نماىى 

است معتبر براى مجموعهٔ M و مجموعهٔ 
}x∈M | مربع است x{  

فقط مجموعهٔ مربع هاى واقع در صفحه است.
ىا اگر S مجموعهٔ نقاط صفحه باشد، داىرهٔ به مرکز O و شعاع r را به عنوان ىک مجموعه از 

نقاط به صورت
}x∈S| است r برابر O از x ٔفاصله{  

مى نوىسىم.
مجموعه   A اگر  مثلاً  شود.  توصىف  مختلف  روش هاى  به  است  ممکن  مجموعه  ىک  گفتىم 

جواب هاى معادلهٔ
x2- 6x +8 = 0  

باشد و B مجموعهٔ اعداد صحىح زوج بىن 1 و 5، آنگاه A و B هر دو دقىقاً داراى دو عضو 2 و 4 
هستند. با مشخص شدن اعضاء مشاهده مى شود که اىن دو مجموعه برابرند.حال تساوی بین دو مجموعه 

را به صورت زیر تعریف می کنیم: 

 دو مجموعۀ A و B برابرند اگر و فقط اگر اعضاىشان ىکى باشد و مى نوىسىم
A=B
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.A≠B برابر نباشند مى نوىسىم B و A اگر
 B=}15,25,5{ و A=}5,15,25{ بالا مشاهده مى شود که مجموعه هاى تعرىف  به  توجه  با 

برابرند، زىرا هر عضو A عضو B نىز هست و هر عضو B نىز عضو A است.

 تغىىر ترتىب عضوهای ىک مجموعه، آن مجموعه را تغىىر نمى دهد.

همچنىن مجموعه هاى }1,3,1,6{=C و }D=}3,1,3,6 نىز برابرند زىرا هر عضو C متعلق به 
D نىز هست و هر عضو D نىز به C تعلق دارد.

 تکرار عضوها در ىک مجموعه، آن مجموعه را تغىىر نمى دهد.

مجموعهٔ 
A = }x∈R | x2+x+1=0{  

را درنظر بگىرىد، با کمى دقت ملاحظه مى کنىد که هىچ عدد حقىقى در شرط اىن مجموعه صدق نمى کند، 
درنتىجه اىن مجموعه خالى از عضو است.

 مجموعه ای که هىچ عضوی نداشته باشد مجموعۀ تهى نامىده مى شود و با 
نماد ∅ ىا }   { نشان داده مى شود.

حال با توجه به تعرىف بالا آىا مى توانىد تفاوت مجموعه هاى ∅، }0{ و }∅{ را بىان کنىد؟

2ـ2ـ زىرمجموعه
به دست مى آىند که اىن  با حذف برخى از اعضاى مجموعهٔ غىرتهى A، مجموعه هاى دىگرى 

مجموعه ها را زىرمجموعه هاى A مى نامىم. مثلاً اگر از مجموعهٔ
A = }1,2,3,4{  

اعضاى 1 و 2 را حذف کنىم مجموعهٔ
B =}3,4{  

به دست مى آىد که همهٔ اعضاى آن در A نىز هستند. در اىن حالت مى گوىىم B زىرمجموعهٔ A است ىا 
A شامل B است.
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و  باشد  نىز   A از  عضوی   B عضو  هر  اگر  است   A از  زىرمجموعه  ىک   B  
. B⊆A مى نوىسىم

به عبارت دىگر B⊆A  اگر براى هر x∈U از x∈B  نتىجه شود که x∈A. با توجه به اىن تعرىف 
مى توان گفت براى دو مجموعهٔ A و B اگر عضوى در B وجود داشته باشد که اىن عضو در A نباشد 

B نشان مى دهىم. ⊆ A نىست و آن را به صورت A ٔزىرمجموعه B در اىن صورت
بنابراىن مى توان گفت:

هر مجموعه اى زىرمجموعهٔ خودش است.
.A⊆U همچنىن بدىهى است که .A⊆A دارىم A ٔىعنى براى هر مجموعه

مثال 1: نشان دهىد مجموعهٔ }2,3,4,5{ = A زىر مجموعهٔ }x زوج باشد | B = }x∈Z نىست.
حل: باىد نشان دهىم حداقل ىک عضو A در B نىست.

.A ⊆ B 3 بنابراىن∉B 3 و∈A چون
توجه کنىد که لازم نىست بدانىم که آىا عضوهاى دىگر A عضو B هستند ىا خىر.

 اگر B⊆A ولى B≠A، آنگاه B زىرمجموعۀ سرۀ A نامىده مى شود.

مثال 2 : نشان دهىد که مجموعهٔ }a,b{ = A زىرمجموعهٔ سرهٔ }B = }a,b,c است.
c∉A  ولى c∈B است. اما چون B و هم متعلق به A هم متعلق به b و a است زىرا A⊆B :حل

درنتىجه A ≠ B. بنابراىن A ىک زىرمجموعهٔ سرهٔ B است.
مثال 3 : اگر

A = }x∈Z| -20≥x ≥20{  
B = }n∈Z | n2 ≥49{  
C = }A,B ,-3 ,4 ,6{  

                     	D = }-3 ,4 ,6,7{  
آنگاه:

                                            B⊆A )چرا؟(
  A∉A  ولى A∈C زىرا C ⊆ A  

                                            D⊆A )چرا؟(
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   7∉C  7 ولى∈D زىرا D ⊆ C  
   -3∉B  3 ولى∈D زىرا D ⊆ B  

مثال 4 : ثابت کنىد ∅ زىرمجموعهٔ هر مجموعه است.
∅ باىد عضوى مانند x در ∅ باشد که در A نباشد، و اىن غىرممکن  ⊆ A زىرا اگر ∅⊆A :حل

است چون ∅ عضوى ندارد.
با توجه به تعرىف زىرمجموعه مى توان تعرىف تساوى دو مجموعه را به صورت قضىهٔ زىر بازنوىسى 

کرد.
B⊆A و A⊆B اگر و تنها اگر ،A=B مساوى هستند، ىعنى B و A ٔقضىه 1: دو مجموعه

.B⊆A و A⊆B نتىجه مى گىرىم که ،A⊆A آنگاه از آنجا که A=B برهان: اگر
 ،B است و هر عضو B عضوى از ،A آنگاه هر عضو B⊆A و A⊆B برعکس، فرض مى کنىم

                                          .A=B ىکى هستند و لذا B و A از اىن رو اعضاى .A عضوى از
.A⊆C آنگاه دارىم B⊆C و A⊆B اگر داشته باشىم C و B ،A ٔقضىه 2: براى سه مجموعه
برهان: چون A⊆B پس هر عضو A در B است و چون B⊆C پس هر عضو B در C است.

                                              .A⊆C نىز هست درنتىجه C عضو ،A بنابراىن هر عضو
با اعضاى مجموعه اشتباه گرفت زىرا که اىن دو مفهوم  نباىد  توجه کنىد که زىرمجموعه ها را 

کاملاً متفاوت هستند.
نادرست است؟ در  از احکام زىر درست و کدام ىک  اگر }M =}r,s,t، کدام ىک  مثال 5 : 

صورت نادرستى دلىل آن را بىان کنىد.
  r⊆M )ب     r∈M )الف

    {r}⊆M )ت        {r}∈M )پ
حل: الف( درست.

ب( نادرست، علامت ⊆ باىستى دو مجموعه را به هم مربوط کند ولى در اىن جا r زىرمجموعهٔ 
M نىست بلکه عضو M است.

پ( نادرست، علامت ∋ باىستى ىک شیء را به ىک مجموعه مربوط کند، ولى }r{ زىرمجموعهٔ 
.M است نه عضو M

ت( درست.
مثال 6 : اگر }A =}x∈R | 2x=6 آىا A=3؟
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حل: A ىک مجموعه است که داراى تنها ىک عنصر 3 است، ىعنى }A=}3. پس عدد 3 
.A است نه مساوى A متعلق به

درنتىجه باىد توجه داشته باشىم که عضو a و مجموعهٔ }a{ متفاوت هستند و آنها را ىکى نگىرىم.
مثال 7 : آىا هر مجموعه اى داراى زىرمجموعهٔ سره است؟

حل: مجموعهٔ تهى داراى زىرمجموعهٔ سره نىست ولى بقىه مجموعه ها ∅ را به عنوان زىرمجموعهٔ 
سره خود دارند. اگر مجموعهٔ سره غىرتهى موردنظر باشد، مجموعه هاى تک عضوى داراى زىرمجموعهٔ 
ناتهى  بقىهٔ مجموعه ها که بىش از ىک عضو دارند داراى زىرمجموعهٔ سرهٔ  نىستند ولى  سرهٔ غىرتهى 

مى باشند.

2ـ3ـ مجموعۀ توانى
مجموعهٔ }A=}1 ,2 ,3 را درنظر مى گىرىم و همهٔ زىرمجموعه هاى A را مى نوىسىم که عبارتند از:

A=}1 ,2 ,3{                                                    
	∅  
A1=}1{  
A2=}2{  
A3=}3{  
A4=}1,2{  
A5=}1,3{  
A6=}2,3{  

حال اگر مجموعهٔ اىن زىرمجموعه ها را با
P)A(=}A ,∅,A1,A2,A3,A4,A5,A6{  

نشان دهىم، P(A) مجموعهٔ توانى A خوانده مى شود. پس

 مجموعۀ کلىۀ زىرمجموعه های X، مجموعۀ توانى X نامىده مى شود و با 
P(X) نشان داده مى شود.

مثال 8 : مجموعهٔ توانى }B=}a,b را بنوىسىد.
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حل: کلىهٔ زىرمجموعه هاى B عبارتند از:
B=}a,b{   
	∅  
B1=}a{  

  B2=}b{  
بنابراىن

P)B(=}}a,b{ ,∅, }a{,}b{{.  
چنانکه ملاحظه شد مجموعهٔ B که 2 عضو داشت، مجموعهٔ توانى آن داراى 22=4 عضو بود و 
مجموعه A که 3 عضو داشت، مجموعهٔ توانى آن 23=8 عضوى شد. شاىد شما نىز با مشاهدهٔ مثال هاى 

بالا به حدس زىر رسىده باشىد.
قضىه 3 : اگر مجموعهٔ A داراى n عضو باشد، مجموعهٔ توانى آن داراى 2n عضو خواهد بود.

برهان: اىن قضىه را با استفاده از استقراى رىاضى اثبات مى کنىم.
اگر n=1، مثلًا }A=}a ، آنگاه:

P)A(=}A,∅{  
مى بىنىم که در اىن حالت P(A) داراى 21 عضو است و درنتىجه حکم قضىه برقرار است. اگر 

n=2، مثلًا }A=}a,b ، آنگاه 
P)A(=}A ,∅, }a{,}b{{  

که داراى 22 عضو است و درنتىجه حکم قضىه در اىن حالت نىز برقرار است.
حال درستى حکم را براى n=k فرض مى کنىم )فرض استقراء(، ىعنى فرض مى کنىم اگر مجموعهٔ 

A داراى k عضو باشد، مجموعهٔ توانى آن، P(A)، داراى 2k عضو است.
اگر به مجموعهٔ A ىک عضو اضافه کنىم، ىعنى مجموعه k+1 ،A عضوى شود )n=k +1(، آنگاه 
اىن عضو با 2k عضو دىگر مجموعهٔ توانى، 2k مجموعهٔ جدىد براى مجموعهٔ توانى پدىد خواهد آورد.

ىعنى تعداد عضوهاى مجموعهٔ توانى A جدىد، )2k(2 ىعنى 2k+1 مى باشد و به اىن ترتىب نتىجه 
   	 مى شود که حکم قضىه براى هر عدد طبىعى n برقرار است.        

مى نامىم و  متناهى  مجموعه اى را که تعداد اعضاى آن برابر ىک عدد حسابى باشد مجموعهٔ 
مجموعه اى را که متناهى نباشد، مجموعهٔ نامتناهى مى نامىم. مثلاً مجموعهٔ اعداد صحىح ىک رقمى 
متناهى است ولى مجموعهٔ اعداد صحىح Z نامتناهى است همچنىن مجموعهٔ N نامتناهى است. تعداد 
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A

B
C

عضوهاى ىک مجموعهٔ متناهى را عدد اصلى آن مجموعه مى نامىم. مثلاً عدد اصلى مجموعهٔ 
A=}2,4,6,8,10,12,14,16,18,20{  

10 است، چون تعداد عضوهاى آن 10 تاست. عدد اصلى مجموعه اى مانند A را با |A| ىا )n)A نشان 
مى دهىم. باىد توجه داشت که همواره مى توان تعداد زىرمجموعه هاى ىک مجموعهٔ متناهى را برحسب 
تعداد اعضاى همان مجموعه به دست آورد ولى تعداد زىرمجموعه هاى ىک مجموعهٔ نامتناهى تعرىف 

نشده است.
تذکّر : مجموعهٔ }A=}x∈R | 0>x>1 نىز نمونه اى از مجموعه هاى نامتناهى است.

2ـ4ـ نماىش هندسى مجموعه ها
ىکى از ابزارهاى مهم استدلال هاى شهودى و استقراىى براى فهم بهتر مجموعه ها استفاده از 
تمثىل هندسى است. اىن کار براى بار اوّل توسط رىاضىدانى به نام وِن1 انجام شد و نمودار ون نام گرفت. 
در نمودار ون در حالت کلى اعضاى مجموعه درون ىک خم بسته در صفحه مانند داىره ىا مستطىل نشان 
داده مى شود. گاهى ناحىه داخلى شکلى را که براى نماىش مجموعه به کار مى رود هاشور مى زنند. در 

زىرمجموعه هاى B ،A و C با استفاده از نمودار ون نشان داده شده اند.

Vennــ1

به عنوان مثال اگر A⊆B و A≠B، آنگاه A و B را مى توان به صورت هر ىک از نمودارهاى 
زىر نشان داد.

B
A

A

B
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A a

b d

c
f

e

B
به عنوان مثالى دىگر، اگر }A = }a,b,c,d و 
}B = }c,d,e,f، آنگاه اىن مجموعه ها را با استفاده از 

نمودار ون به صورت مقابل مى توان نشان داد.
باىد توجه داشت که نمودار ون خود ىک نوع 
تمثىل شهودى و هندسى است و به وسىلهٔ آن نمى توان 
اثبات  براى  بلکه  کرد.  ثابت  را  رىاضى  قضىه  ىک 

مى توان از آنها اىده گرفت.

1ــ مجموعه هاى زىر را که با بىان خاصىتى معىن، مشخص شده اند با گزاره نما نشان دهىد.
الف( مجموعهٔ اعداد حقىقى مثبت

ب( مجموعهٔ اعداد صحىح که مربعشان بزرگ تر از 25 نباشد.
پ( مجموعهٔ اعداد حقىقى بىن 2 - و 2

2ــ مجموعه هاى زىر را که با گزاره نما نوشته شده اند با نوشتن اعضا نشان دهىد:
 	A = }x∈N |  x > 5{ الف( 
	B = }x∈Z |  x2 ≥25{ ب(  
	C = }x∈Q |  10x2+3x-1=0{ پ(  
	D = }x∈R |  x3+1=0{ ت(  
	E = }x∈N |  x3+1=0{ ث(  

3ــ هرىک از مجموعه هاى زىر را با استفاده از ىک گزاره نما بنوىسىد.
	A=}1,4,9,16,25,…{ الف(  
B=}2,4,6,8,10,…{ ب(  

	C , , , , =  
 

1 2 3
0

2 3 4
 پ(  

	 { }D ,= − +1 3 1 3 ت(  
4ــ نشان دهىد که مجموعه حروف لازم براى هجى کردن »بىنابىن« با مجموعهٔ حروف لازم براى 

هجى کردن »بىان« مساوى است.

تمرین
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5 ــ چه شراىطى بىن d,c,b,a وجود داشته باشد تا تساوى زىر برقرار باشد؟
}}a{,}a,b{{=}}c{,}c,d{{  

A=∅ آنگاه A⊆∅ 6  ــ نشان دهىد: الف( اگر
A=U آنگاه U⊆A ب( اگر

7ــ تمام زىرمجموعه هاى مجموعهٔ  }1, 0, 1-{ را بنوىسىد.
8  ــ تمام زىرمجموعه هاىِ مجموعهٔ }}S=}3,}1,4 را بنوىسىد.

9ــ از گزاره هاى زىر کدام ىک درست و کدام ىک نادرست است.
	∅=}∅{ الف(  
	∅∈}∅{ ب(  
	∅⊆}∅{ پ(  
}∅,}∅{{∈}∅,}∅{,}∅,}∅{{{ ت(   

10ــ کدام ىک از مجموعه هاى زىر با هم مساوىند.
	A = }m∈Z | |m| >2{         
	B = }m∈Z | m3=m{     
	C = }m∈Z | m2 ≥2m{     
D = }m∈Z | m2 ≥1{  
	E = }0,1,2{  

11ــ تعىىن کنىد که در مجموعه هاى زىر، کدام مجموعه، زىرمجموعهٔ دىگرى است.
	A = }x∈R | x2-8x+12=0{   
B = }2,4,6{                         
C = }2,4,6,8,…{  
	D = }6{  

12ــ تعىىن کنىد کدام ىک از گزاره هاى زىر درست و کدام ىک نادرست است.
	x∈}}x{,}x,y{{ الف(  
	}x{⊆}}x{,}x,y{{ ب(   
	}1,x,2{⊆}1,2,x{ پ(  
	}a,b}⊆{b,a{ ت(  
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U
A

 A   B

B



}x}∈{x{ ث(   
13ــ مثال هاىى از مجموعه هاى دلخواه A و B و C بىاورىد که براى آنها احکام زىر درست باشند.

A∉C و B∈C و A∈B الف(   
A∈C و B∈C و A∈B ب(   
A⊆B و A∈B پ(   

  5   ـ جبر مجموعه ها 2ـ
همان طور که با اعمال جمع و تفرىق و ضرب و تقسىم در مجموعهٔ اعداد، اعداد جدىدى حاصل 
مى شود، در نظرىهٔ مجموعه ها نىز اعمالى مانند اجتماع، اشتراک، تفاضل تعرىف مى شود که به کمک 

آنها مى توان از دو مجموعهٔ داده شده، مجموعهٔ جدىدى ساخت.

اجتماع دو مجموعه
اجتماع مجموعه هاى A و B،مجموعه اى است که اعضاىش، همهٔ اعضاى A و همهٔ اعضاى 

B را شامل مى شود. به عنوان مثال اگر
  A=}1,2,3{ , B=}3,4,5{  

آنگاه اجتماع آنها مجموعهٔ }1,2,3,4,5{ است. ىعنى

 اجتماع مجموعه های A و B مجموعه ای است که اعضاىش متعلق به A ىا 
متعلق به B ىا متعلق به هر دو مجموعۀ A و B باشد.

اجتماع A و B را به صورت AB نماىش مى دهىم. لذا دارىم:
 AB=}x| است B و A ٔمتعلق به هر دو مجموعه x ىا x∈B ىا x∈A{

با استفاده از نمودار ون، اجتماع دو مجموعه را مى توان به صورت زىر نماىش داد.
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تبصره: با توجه به تعرىف اجتماع دو مجموعه مى توان نتىجه گرفت که دو مجموعهٔ AB  و 
BA ىکى هستند ىعنى:

AB= BA  
همچنىن هرىک از دو مجموعهٔ A و B زىرمجموعهٔ  AB هستند، ىعنى

A⊇AB   و   B⊇AB  
مثال 1 : اگر }2,4,6,8{ ،A=}1,2,3{=B و }C=}3,4,5,6 آنگاه طبق تعرىف اجتماع دارىم:

AB=}1,2,3,4,6,8{  
CB=}2,3,4,5,6,8{ 
 BB=}2,4,6,8{ 

. BB= B  در اىن مثال مشاهده مى شود که
مثال 2 : فرض کنىد B ،A و C مجموعه هاى مثال 1 باشند. مى توان نشان داد

)AB(C= A )BC(  
براى اىن منظور ابتدا AB را تعىىن مى کنىم

AB=}1,2,3,4,6,8{ 
سپس اجتماع AB را با C به دست مى آورىم

)AB(C=}1,2,3,4,6,8,5{ 
A ابتدا BC را تعىىن مى کنىم: )BC( ٔبه همىن ترتىب براى محاسبه

BC=}2,4,6,8,3,5{   
و بعد اجتماع A و BC را به دست مى آورىم

A )BC(=}1,2,4,6,8,3,5{  
به وضوح مشاهده مى شود که

)AB(C=A


)BC(  
مثال 3 : براى مجموعه هاى }2,3{ ،A=}1,2{=B و }C=}1,2,3,4 ملاحظه مى شود:

A⊆C و B⊆C  
در اىن حالت براى مجموعهٔ 

AB =}1,2,3{  
نىز دارىم 

 AB ⊇C                                                                
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مشاهدهٔ بالا در حالت کلى برقرار است. اىن مطلب را مى توان به صورت قضىهٔ زىر بىان کرد.
.AB⊇C آنگاه B⊇C و A⊇C قضىه 1: اگر

برهان: فرض مى کنىم x∈AB آنگاه طبق تعرىف اجتماع، x∈A ىا x∈B. اگر x∈A، چون 
طبق فرض قضىه دارىم A⊇C، بنابراىن x∈C؛ اگر x∈B، چون طبق فرض قضىه B⊇C، بنابراىن x∈C؛ 

ىعنى در هر صورت از x∈AB  نتىجه مى شود x∈C. بنابراىن 
AB⊇C  

قضىهٔ زىر خواص مقدماتى اجتماع را بىان مى کند.
قضىه 2 : براى هر سه مجموعهٔ B ، A وC دارىم:

               A∅ =A  )الف
               AA =A  )ب

)AB(C=A )BC(   )پ
برهان: بندهاى الف و ب با توجه به تعرىف به سادگى اثبات مى شود. در اىنجا فقط به اثبات 

قسمت پ مى پردازىم.
BC ⊇ A بنابراىن )BC( و B⊇ BC چون

B ⊇ A )BC(  
A ⊇ A بنابراىن طبق قضىهٔ 1 )BC( امّا

AB⊇ A )BC(   )1(
BC ⊇ A بنابراىن  )BC(  و C ⊇ BC  امّا

	C ⊇ A )BC(   )2(
براساس قضىهٔ 1 ، از )1( و )2( نتىجه مى شود:

)AB(C⊇A )BC(  
با استدلالى مشابه مى توان ثابت کرد

A )BC(⊇ )AB(C  
بنابراىن 

	A )BC(= )AB(C  
با توجه به برابرى به دست آمده مى توان پرانتزها را برداشت و نوشت

ABC  



47

AB=BA ⊆ B

.AB=B آنگاه A⊇B قضىه 3 : اگر
برهان: اگر A⊇B چون B⊇B طبق قضىهٔ 1 خواهىم داشت:

AB⊇B  
اما از طرف دىگر مى دانىم

B ⊇ AB  
به اىن ترتىب از دو رابطهٔ اخىر نتىجه مى شود:

AB=B  
با استفاده از نمودار وِنْ نىز نتىجهٔ اىن قضىه را مى توان مشاهده کرد.

عکس قضىهٔ 3 نىز برقرار است.
.A⊇B آنگاه AB=B  اگر ،B و A ٔقضىه 4 )عکس قضیۀ 3( : براى هر دو مجموعه

  .A⊇B پس .AB=B و طبق فرض قضىه دارىم A⊇AB برهان: مى دانىم

اشتراک دو مجموعه
در دو مجموعهٔ }1,2,3{=A و }3,4,5{=B، عدد 3 مشترک است، لذا مجموعهٔ }3{ اشتراک 

دو مجموعهٔ A و B خوانده مى شود.

 اشتراک دو مجموعۀ A و B مجموعه ای است که اعضاىش به هر دو مجموعۀ 
A و B تعلق داشته باشد.

B

A

B

A

A   B A   B = B⊆ 

B

A

B

A

A   B A   B = B⊆ 

B

A

B

A

A   B A   B = B⊆ 
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A   B

B

U



اشتراک دو مجموعهٔ A و B را با AB نماىش مى دهىم، پس
AB =}x| x∈B , x∈A{  

با استفاده از نمودار ون، اشتراک دو مجموعه را به صورت زىر مى توان نشان داد.

تبصره: از تعرىف اشتراک دو مجموعه نتىجه مى شود که
AB = BA  

همچنىن چون عضوهاى AB هم در A و هم در B قرار دارند، بنابراىن
AB⊇A  
AB⊇B  

 
اگر دو مجموعهٔ غىرتهى A و B عضو مشترک نداشته باشند، آنگاه

AB = ∅  
در اىن حالت دو مجموعهٔ A و B را جدا از هم ىا مجزا مى نامىم.

مشابه وىژگى هاىى که براى اجتماع دو مجموعه برقرار بود، براى اشتراک هم برقرار است.
قضىه 5  : براى هر سه مجموعهٔ B ،A و C دارىم:

          A الف( ∅ = ∅
            AB =A )ب

           )AB(C=A )BC( )پ
قسمت های الف و ب با استفاده از تعریف اشتراک به راحتی اثبات شده و قسمت پ را بدون 

اثبات می پذیریم.
.AB =A آنگاه A⊇B اگر ،B و A ٔقضىه 6  : براى هر دو مجموعه
 .A⊇AB بنابراىن کافى است ثابت کنىم AB⊇A برهان: چون

A B
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A

CB

CB

A

اگر x∈A چون A⊇ B  پس x∈B. حال با توجه به اىنکه x∈A و x∈B مى توان نتىجه گرفت که 
   .AB=A نتىجه مى شود A⊇AB و AB⊇A  ٔحال از دو رابطه .A⊇AB ىعنى .x∈AB

   )عکس قضیهٔ 6 را به عنوان تمرین ثابت کنید.(
در پاىان دو تساوى وجود دارند که اجتماع و اشتراک را درهم مى آمىزند. ما اىن مطلب را در 

قضىهٔ زىر بدون اثبات بىان مى کنىم.
قضىه 7   : )قوانىن پخش پذىرى(

براى هر سه مجموعهٔ B ،A و C دارىم:
A )BC(= )AB( )AC( الف(  

)پخش پذىرى اجتماع نسبت به اشتراک(
	A )BC(= )AB( )AC( ب(  

)پخش پذىرى اشتراک نسبت به اجتماع(
ىک راه تصورِ تساوى هاىى که در قضىهٔ بالا مطرح شد،استفاده از نمودار ون است. براى تحقىق 

تساوى
	A )BC(= )AB( )AC(  

سه داىرهٔ دو به دو متقاطع براى نماىش مجموعه هاى B ،A و C درنظر مى گىرىم.

حال BC را ساىه مى زنىم و سپس اجتماع آن ناحىه را با A مشخص مى کنىم. به اىن ترتىب 
A را نماىش مى دهد.  )BC( ٔناحىهٔ ساىه دار مجموعه

A

CB

CB

A
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CB

A

A   B

CB

A

 A   C

U

A

A − B

B

CB

A

از سوى دىگر اگر دو مجموعهٔ AB و AC را روى شکل مشخص کنىم 

     )AB( )AC(                             :اشتراک اىن دو ناحىه ىعنى

را به صورت مقابل خواهىم داشت. 
همین طور که ملاحظه می کنید ناحیه های یکسانی به دست آمد.

تفاضل دومجموعه
فرض کنىم A و B دو مجموعه باشند

 تفاضل مجموعه ای A-B عبارت است از مجموعۀ تمام اعضاىى از A که 
به B تعلق ندارند.

تفاضل دو مجموعه  با استفاده از نماد رىاضى چنىن بىان مى شود
A-B=}x∈A|  x∉B{  

و با استفاده از نمودار ون، تفاضل دو مجموعه به صورت زیر نشان داده مى شود.
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U
A

B

A-B

U

B

B׳

اگر B زىرمجموعه اى از A باشد، آنگاه  A-B را متمم B نسبت به A مى نامىم.

اگر A را برابر U )مجموعهٔ جهانى( بگىرىم آنگاه U-B را با ׳B نشان مى دهىم و آن را متمم 
مجموعهٔ B نسبت به مجموعهٔ جهانى مى نامىم. پس

U-B=B׳  

عمل متمم گىرى از قوانىن ساده اى پىروى مى کند که برخى از آنها در قضىهٔ زىر مطرح شده است.
قضىه 8 : اگر A و B دو زىرمجموعه از مجموعهٔ جهانى U باشند، آنگاه

	U=׳∅ الف(
U׳=∅ ب(	

)A׳)׳=A پ(	
A-B=AB׳ ت(	
B׳⊇Aآنگاه ׳ A⊇B ث(  اگر
AA׳=∅ ج(	
AA׳=U	 چ(

اثبات قضىه به کمک تعرىف ها به سادگى انجام مى شود.
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به عنوان مثال اگر R مجموعهٔ اعداد حقىقى و Q مجموعهٔ اعداد گوىا باشد آنگاه R-Q مجموعهٔ 
اعداد گنگ است.

اعمالى که تا اىنجا تعرىف شدند از دو قانون دىگر به نام قوانىن دمرگان تبعىت مى کنند.
قضىه 9 : اگر A و B زىرمجموعه هاىى از مجموعهٔ جهانى U باشند، آنگاه:

 )AB(׳=A׳B׳ الف( 	
)AB(׳=A׳B׳	  ب(

 x∈Aدرنتىجه ׳ x∉B و x∉A پس ،x∉AB آنگاه x∈)AB(فرض کنىم  ׳ )برهان: الف
و ׳x∈B بنابراىن ׳B׳x∈A، به اىن ترتىب مى توان نتىجه گرفت

)AB(׳⊇A׳B׳  
و اگر مراحل استدلال بالا را وارونه کنىم خواهىم داشت

A׳B׳⊇)AB(׳  
از روابط به دست آمده مى توان تساوى 

)AB(׳=A׳B׳  
را نتىجه گرفت.                                                                                                                          

اثبات قسمت )ب( به عنوان تمرىن به عهدهٔ دانش آموز است.
از قوانىن دمرگان و بند )پ( قضىهٔ 8 نتىجه مى شود که اگر متمم گىرى را بدانىم آنگاه اجتماع ىا 

اشتراک را مى توان به صورت زىر برحسب دىگرى بىان کرد.
AB=)A׳B׳)׳  
AB=)A׳B׳)׳ 

گفتىم اگر براى دو مجموعهٔ A و B داشته باشىم ∅= AB آنگاه دو مجموعه را جدا از هم 
مى نامىم. حال با توجه به تعرىف متمم ىک مجموعه، مى توان وىژگى زىر را براى دو مجموعهٔ جدا از 

هم A    و B نتىجه گرفت.
 .B⊇Aو ׳ A⊇Bآنگاه ׳ AB =∅ نتىجه: اگر

توجه کنىد که مفهوم مجزا بودن سه مجموعه معناىى وسىع تر از 
ABC=∅  

دارد. در  واقع سه مجموعه B ،A و C مجزا هستند اگر
AB=∅ و AC=∅ و BC=∅  
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U

A B

AΔB

A

C

B
A

C

B

ولى B ،A و C مجزا نىستند
B ،A و C مجزا هستند ABC=∅

A

C

B
A

C

B

تفاضل متقارن
مجموعهٔ تفاضل متقارن دو مجموعهٔ A و B شامل اعضاىى است که دقىقاً به ىکى از دو مجموعه 
A ىا B تعلق دارند. اىن مجموعه به طور نمادى با AΔB نماىش داده مى شود و به صورت زىر تعرىف 

مى شود:
AΔB = )A-B( )B-A(  

تفاضل متقارن دو مجموعه را با استفاده از نمودار ون به صورت زىر مى توان نماىش داد.

همان طور  که از روى نمودار ون مشاهده مى شود
AΔB = )AB(-)AB(  

بنابراىن دو مجموعهٔ AΔB و AB مجزا هستند. همچنىن سه مجموعهٔ AB ،A-B و 
B-A نىز مجزا هستند.

اىن فصل را با اثبات دو اتحاد از طرىق جبر مجموعه ها به پاىان مى رسانىم.
مثال 1: مى خواهىم ثابت کنىم

A )B-C(=)AB( -)AC( 
براى اثبات اىن تساوى به کمک قوانىن مجموعه ها که جبر مجموعه ها خوانده مى شود از ىک 
طرف تساوى شروع مى کنىم و به طرف دىگر تساوى مى رسىم )ىا مى توانىم دو طرف را ساده کنىم تا به ىک 
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نتىجه برسىم(. اکنون سمت راست رابطهٔ بالا را درنظر مى گىرىم:
        )AB( - )AC( = )AB( )AC(طبق ت از قوانىن متمم    ׳

     =)A B( )A׳ Cقانون دمرگان  )׳
پخش پذىرى اشتراک نسبت به اجتماع  

 =])AB(A׳[ ])AB(C׳[  
قوانىن جابه جاىى و شرکت پذىرى 

=])AA׳(B[ ]A )BC׳([  
 = )∅B( ]A )BC׳([ طبق ج از قوانىن متمم  
 = ∅ ]A )BC׳([ طبق الف از قضىه 5  

 = A )BC׳( طبق الف از قضىه 2  
 = A )B-C( طبق ت از قوانىن متمم  

مثال 2 : مى خواهىم ثابت کنىم
A )AB(=A  

از طرف چپ تساوى شروع مى کنىم
A )AB(= )A∅( )AB(  

= A )∅B(  
= A∅  
= A  

 A-B، AB ،AB مطلوب است B=}1,2,}1,2{{ و A=}1,2,3,}1.2.3{{ 1ــ اگر
.B-A و

 C=}3,4,5,6{ و   B=}2.4,6,8{ ،A=}1,2,3,4{  ،U=}1,2,3,4,5,6,7,8,9{ اگر  2ــ 
مطلوب است:

)AC(׳ )ب  Aالف( ׳
)AB(׳ )ت  B-C )پ

3ــ اگر n∈N و }A1، An=}m∈Z| -n ≥ m , 2m ≥ n و A2 و A3 و A4 را تعىىن کنىد 

تمرین
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چه رابطه اى بىن A1 و A2 و A3 و A4 وجود دارد؟
 ،) i iA ?= =4

1 ( چىست؟   A4 تا   A1 اجتماع   ) i iA ?= =4
1 ( چىست؟   A4 تا   A1 اشتراک 

 ) n
i i nA A A A= =1 1 2   )توضىح:

، مطلوب است A1 و A2 و A3 سپس اجتماع و اشتراک    و
n

nA
n n

− = −  
1 2 1 4ــ اگر n∈N و

A1 و A2 و A3 را مشخص کنىد.

5   ــ اگر }i∈}1,2,…,10 و ]A1 ، Ai=]-i , 10-i و A2 و … و A10  را حساب کنىد. سپس  

i را مشخص کنىد. 
i

A
=


10

1
و 

 
i

i
A

=


10

1

6   ــ با ذکر مثال )AB(n را حساب کنىد. آىا )n)AB( = n)A( + n)B؟
7ــ به کمک جبر مجموعه ها ثابت کنىد اگر A  و B مجموعه باشند. دارىم:

 	AB = )A-B( )AB( )B-A( الف( 
 )A-B) (B-A( =∅ ب(   
A  B ⊂ C  آنگاه B ⊂ C و A ⊂ C اگر پ(     
 A⊃ BC  آنگاه A⊂ C و A⊂ B اگر ت(   
A=B  آنگاه  AB = AB اگر ث(    
B׳⊃ Aآنگاه  ׳  A⊂ B اگر ج(   

8    ــ براى هر دو مجموعهٔ  A  و B ثابت کنىد:
 AΔB=BΔA الف( 
AΔB = )AB(-)AB( ب(   
AΔB = AB  آنگاه  AB = ∅ پ(   اگر
A )BΔC( =)AB( Δ )AC( ت(   

9ــ به وسىلهٔ نمودار ون نشان دهىد که
A׳-B׳= B - A  

10ــ به کمک جبر مجموعه ها ثابت کنىد اگر A و B دو مجموعه باشند آنگاه دارىم:
)A-B(B=∅ الف( 	
	A- )BC( = )A-B( )A-C( ب(  
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O

A(1,2)

B (2,1)

	A-B = A- )AB( پ(  
)A Δ B( )AB( = AB ت(  

11ــ در هرىک از موارد زىر به جاى S ىکى از مجموعه هاى، Z ،N ىا R را چنان جاىگزىن 
کنىد تا تساوى درستى حاصل شود.

	}x∈S |  x3=5{=∅ الف(  
	}x∈S |  -1≥ x ≥1{=}1{ ب(  
	}x∈S |  2> x2>5{ - }x∈S| x<0{ = }-2{ پ(  
	}x∈S |  1> x≥4{ = }x∈S| x2=4{ }3,4{ ت(  

2 ـ6  ـ حاصل ضرب دکارتى دو مجموعه 
دىدىد که با اجتماع واشتراک ومتمم گىرى و تفاضل مجموعه هاى مفروض، مجموعه هاى جدىدى 
حاصل مى شوند. حاصل ضرب دکارتى دو مجموعه روش دىگرى براى ساختن ىک مجموعهٔ جدىد از 
مجموعه هاى مفروض است، ولى اىن کار با استفاده از مفهوم زوج مرتب انجام مى شود. همان طور که 
خوانده اىد اگر دستگاه محورهاى مختصات در صفحه را در نظر بگىرىم هر نقطه از صفحه با ىک زوج 
مرتب منحصر به فردى مانند )x,y( مشخص مى شود که x و y اعداد حقىقى اند و x را مختص ىا مؤلفّهٔ 
اوّل و y  را مختص ىا مؤلفّهٔ دوم مى نامىم. معمولاً در صفحهٔ مختصات، x را طول و y  را عرض نقطهٔ 
مفروض مى گوىند. به شکل زیر که نمودار خط y=-x+3 است، توجّه کنىد. ملاحظه مى کنىد که نقاط 
A  و B به ترتىب به مختصات )1,2( و )2,1( با اىنکه متعلق به نمودار خط هستند ولى با هم متفاوت اند. 

بنابراىن دو زوج )x,y( و )y,x( در حالت کلى با هم برابر نىستند.
پس دو زوج مرتب )a,b( و )c,d( زمانى مساوىند که مؤلفّه هاى اوّل آنها با هم و مؤلفّه هاى دوم 

)b = d( و )c = a( .آنها نىز با هم مساوى باشند
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شلوار	 پىراهن  )پىراهن، شلوار( 
 

طوسى )طوسى،آبى( 

سفىد     آبى )سفىد، آبى(  

P*S    

  	 	 آبى  )آبى، آبى( 

طوسى )طوسى، طوسى(  

سفىد                              طوسى )سفىد، طوسى( 

آبى  ) آبى، طوسى( 

مثال x : 1 و y را طورى تعىىن کنىد که زوج هاى مرتب )x+y ,6( و )xy ,5-( با هم مساوى باشند.

x که پس از حل دستگاه  x=-2 و   y
xy

+ = −
 =

5

6
حل: طبق شرط تساوى دو زوج مرتب باىد 

y=-3 به دست مى آىد.
اکنون به مثال زىر توجّه کنىد.

اگر شخصى دو شلوار طوسى و آبى و سه پىراهن آبى، سفىد و طوسى داشته باشد به شش طرىق 
مى تواند ىک شلوار و ىک پىراهن را انتخاب کند:

)طوسى، آبى( و )سفىد، آبـى( و )آبـى، آبـى ( و )طوسى، طوسى( و )سفىـد، طوسى( و )آبـى، طـوسى(. ملاحظـه    
و    P=}آبى شلوار  طوسى،  } شلوار  اگر  است.  شده  تشکىل  مرتب  زوج  ىک  انتخاب،  هر  براى  مى کنىد 
}پىراهن  آبى، پىراهن سفىد، پىراهن طوسى{=S آنگاه مجموعهٔ همهٔ زوج هاى مرتبّ تشکىل شده را به صورت 

P * S نشان مى دهىم ىعنى
 P*S = })آبى، طوسى( ، )سفىد، طوسى( ، )طوسى، طوسى( ، ) آبى، آبى( ، )سفىد، آبى( ، )طوسى، آبى ({

و نمودار درختى آن به صورت زىر است:
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4

3

2

1

0 1 2 3 4(−2,0)

−1

(−1,0)

−2

به عبارتى اگرx  را رنگ شلوار و y را رنگ پىراهن بنامىم
P*S =})x,y( | x∈P , y∈S{  

P*S را حاصل ضرب دکارتى مجموعهٔ P  درمجموعهٔ  S مى نامىم. دقّت کنىد که چون مؤلفّه هاى 
اوّل زوج ها نماىندهٔ شلوار و مؤلفّه هاى دوّم زوج ها نماىنده پىراهن است ترتىب آنها اهمّىت دارد.

 تعرىف : حاصل ضرب دکارتى مجموعۀ A در مجموعۀ B که با A*B نشان 
مى دهىم، مجموعۀ همۀ زوج های مرتب )a, b( است که a عضوی از A و b عضوی 

از B است ىعنى :
A*B = })a,b( | a∈A  , b∈B{                                                                                                                                                       

اگر A=B باشد A*A را با A2 نشان مى دهىم و R*R ىعنى R2 را صفحهٔ مختصات مى نامىم.
مثال  2 : اگر }1 ,0 ,1,-2-{=A و }A*B ،B=}1 ,4 ,0  را مشخص کنىد و نمودار مختصاتى 

A*B را رسم کنىد. 
حل: حاصل ضرب دکارتى A درB  به صورت زىر است:

 A*B=})-1 ,1( ,)-1 ,4( ,)-1 ,0(,)0 ,1( ,)0 ,4( ,)0 ,0(,)1 ,1( ,)1 ,4( ,)1 ,0( ,)-2 ,1( ,)-2 ,4( ,)-2 ,0({
            

 براى رسم نمودار مختصاتى A*B کافى است هر عضو آن را به عنوان مختصات ىک نقطه 
در نظر بگىرىم و در صفحهٔ مختصات رسم کنىم. مانند شکل.
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B

A

2

1

4

31

A B×

نمودار A*B را در صفحه   B=}x∈R|  2>x>4{ و A=}x∈R|  1≥x≥3{ اگر مثال  3 : 
نماىش دهىد.

A*B =})x,y( | 1≥x≥3  2  و>y>4{  :حل

1 ــ  x و y را طورى تعىىن کنىد که زوج هاى مرتبّ زىر با هم مساوى باشند.
))x-1(2 + )y-1(2 , 3( و )الف(  )3, 0

)x2 + y2 , 6( و )13 , xy(     )ب
2ــ اگر مجموعهٔ A داراى m عضو و مجموعهٔ B  داراى n  عضو باشد، مجموعهٔ A*B چند 

عضو دارد؟ تعداد زىرمجموعه هاى A*B چند تاست؟
B=}y |y∈N , y2≥9{  و  A=}2k+1 | k∈Z , -2≥ k ≥0{ 3ــ اگر

الف( A*B را به صورت زوج هاى مرتبّ بنوىسىد.
A*B)( را بنوىسىد. (B*A( و )A*B) (B*A( تعداد اعضاى مجموعه هاى )ب

پ( A2-B2 چند زىرمجموعه دارد؟
4ــ اگر A و B دو مجموعهٔ غىرتهى باشند درچه شراىطى A*B=B*A ؟ و در چه شراىطى 

A*B)( تهى است؟ (B*A(
5 ــ اگر شهر B بىن دو شهر A  وC  باشد و براى رفتن از شهر A به شهر B سه راه و براى رفتن 
از B به C  چهار راه موجود باشد به چند طرىق ىک مسافر مى تواند از شهرA  به شهرC  برود؟ به چند 

تمرین
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طرىق مى تواند برگردد؟ آىا راه هاى رفت و برگشت ىکى است؟
6  ــ در پرتاب دو سکهٔ 2 رىالى و 5 رىالى با هم، چند زوج مرتب از پشت و روى سکه ها حاصل 

مى شود؟
7ــ هرىک از مجموعه هاى زىر را در صفحهٔ مختصات نماىش دهىد.

	})x,y(∈R*R | x = y{ الف ( 
 })x,y(∈R*R | x < y{ ب (  
})x,y(∈R*R |  |x+y|≥1{ پ (    

8   ــ حاصل ضرب دکارتى هر ىک از مجموعه هاى زىر را در دستگاه مختصات رسم کنىد.
          B = )-2 , 0[         ،         A=]-3 ,2[   ) الف

       B = )-∞ ,-2(     ،         A = )3 ,∞( ب (  
             B = ]1 ,2[           ،          A=]-2 ,2[ پ (  

9 ــ روابط زىر را ثابت کنىد.
  A*B = ∅ ⇔  A=∅   ىا        B=∅ الف (   
C≠∅  و    A*C = B*C ⇒ A=B ب ( 

 ـ رابطه  2 ـ7 
ىکى از مهم ترىن مفاهىم در نظرىه مجموعه ها، مفهوم رابطه است که نه تنها در تمام رىاضىات 
بلکه در خارج از رىاضىات نىز کاربرد دارد. عبارات »بزرگ تر است از«، »کوچک تر است از«، »عاد 
x« مى کند«، »برابر است با« در اعداد و »زىرمجموعه اى است از«، »متعلقّ است به«، درمجموعه ها و
برادر y است« ، »x فرزند y است« در مجموعهٔ انسان ها، هر ىک مثالى از رابطه است. آنچه در تمام 
 )x,y( اىن مثال ها مشترک است اىن است که همهٔ عبارات به دو شیء اشاره مى کنند ىعنى ىک زوج مانند
و اىنکه در هر حالت شیء اوّل با شیء دوم در رابطه هست ىا نىست. مثلاً x <y که x و y اعداد حقىقى 

باشند، ىا درست است ىا نادرست )2>3 درست است ولى 3>2 نادرست(.
با y >x متفاوت است ىعنى )x,y) ≠ (y, x( )مفهوم زوج مرتبّ( پس هر رابطه را  بنابراىن x>y کاملا ً
مى توان مجموعه اى از زوج هاى مرتبّ در نظر گرفت. از طرفى هرکدام از روابط در مجموعهٔ مشخصى 
تعرىف شده اند مانند مجموعهٔ اعداد، مجموعهٔ انسان ها و … . حتماً دقت کرده اىد که مثلاً x>y ىک 
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گزاره نما در مجموعهٔ اعداد است.
پس مى توان رابطهٔ »x بزرگ تراست از y« در اعداد حقىقى را مجموعه اى از زوج هاى مرتبّ 

به صورت }x,y( | x>y({ در نظر گرفت.
 y پدر x« به معنى P)x,y( مثال  1 : فرض کنىم مجموعهٔ عام مجموعهٔ انسان ها و گزاره نماى

است« باشد بنابراىن رابطهٔ پدرى در مجموعهٔ انسان ها چنىن است:
  }x پدر y است | )x,y({ = رابطهٔ پدرى
ىا             })x,y( | P)x,y({= رابطهٔ پدرى

بنابراىن شرط اىنکه حسن پدر تقى باشد آن است که زوج مرتب )تقى ، حسن( متعلقّ به مجموعهٔ رابطهٔ 
پدرى باشد.

راه ساختن  کرد، ىک  تعرىف  مرتبّ  از زوج هاى  به کمک مجموعه اى  را  رابطه  مى توان  پس 
زوج هاى مرتبّ به کمک ضرب دکارتى مجموعه هاست.

 تعرىف : فرض کنىم A و B دو مجموعه باشند. هر زىرمجموعه از حاصل ضرب 
R⊂  A*B ، 1 نشان  دهىم R است. اگر رابطه را با B در A  رابطه ای از A*B دکارتى

جملهٔ »از A در B« ىعنى اوّلىن مؤلفّه هاى زوج هاى مرتبّ، عضوهاى A و دومىن مؤلفّه هاى 
زوج هاى مرتبّ عضوهاى B  مى باشند.

اگر A=B، گوىىم R رابطه اى روى A است.
اگر a∈A و b∈B گوىىم a با b توسط R در رابطه هستند. هرگاه a,b(∈R(، متداول تر است که 

aRb/ نماد aRb را به معنى a,b(∈R( به کار ببرىم. در صورتى که R∌)a,b( مى نوىسىم 
مثال  2 : فرض کنىم، Z مجموعهٔ عام باشد. ىکى از مهم ترىن رابطه هاى رىاضى رابطهٔ عادکردن 
درZ است که با علامت »|« نماىش داده مى شود اگر بنوىسىم: a|b ىعنى عدد صحىحى مانند c هست 

.b=ac که
 aRb معادل a|b 6, 3-( است پس(∈R 3- ىا معادلR6 مثلاً 6|3-، 6|2 ، 6-|3 که 6|3- معادل

aRb ىا }R=})a,b( | a, b∈Z , a|b نشان مى دهىم. ⇔ a|b است که به صورت
ىعنى  مى گىرىم  در  نظر   A روى  را   »<« رابطهٔ   A=}1,2,3,4,5,6,7{ کنىم  فرض   : مثال  3 
R∋(a,b) معادل است با a >b. براى نماىش اىن رابطه ابتدا حاصل ضرب دکارتى A*A را به دست 

Relationــ1
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1 2 3 4 5 6

مى آورىم  و روى مختصات دکارتى مشخص مى کنىم.
A*A =})1,1( , )1,2( , … , )1,7( , )2 ,1(, … , )2 ,7( , … , )7,7({  

روى شکل، زىرمجموعهٔ  A*A که با نقاط پررنگ مشخص شده اند، نمودار رابطهٔ R  مى  باشد 
R =})2,1( , )3 ,1(,… , )7,1(, )3,2(, )4,2( , )4 ,3(,…, )7,6({ که

مثال  4 : فرض کنىم رابطهٔ تساوى روى R به صورت زىر تعرىف شده باشد.
R=})x,y(∈R2|y=x{  

نمودار مختصاتى اىن رابطه خط راست y=x است که نىمساز ربع اوّل و سوم دستگاه مختصات است.

y =
x

1

1 2 3 4

2

3

4

 y=x رابطهٔ تساوى فقط نقاطى از خط A= N  تذکّر : اگر
مى باشند که مؤلفّه هاى صحىح مثبت داشته باشند مانند شکل.
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تعرىف  چنىن  را   R رابطه   xoy در صفحه   : مثال  5 
مى کنىم که x با y  در رابطه است اگر )x,y( نقطه اى در داخل 

ىا روى داىرهٔ واحد1 باشد ىعنى x2+y2≥1 به عبارتى 
xRy ⇔  x2+y2≥1                                               

بنابراىن نمودار اىن رابطه قرصى به شکل روبه رو است.
با توجه به مثال ها، تاکنون متوجه شده اىد که کلىّهٔ معادلات 

و نامعادلات )نامساوى ها( دو متغىّره اى که قبلاً خوانده اىد مى توانند به عنوان رابطه در نظر گرفته شوند.
مثال  6 : نمودار رابطهٔ }R=})x,y(∈R2 | x2+y2=1 ىک داىره به شعاع 1 است که مرکز آن 

)O)0,0 مى باشد2.

1ــ دایرهٔ واحد، دایره ای است به مرکز مبدأ مختصات و شعاع 1. 

O و به شعاع r به صورت x-α(2 + )y-B(2 =r2( نوشته می شود )این مطلب سال 
α

′
β

2ــ در حالت کلی معادلهٔ یک دایره به مرکز 
بعد اثبات می شود(.

مثال  7 : نمودار رابطهٔ }R=})x,y(∈R2 | y   ≤  x2 نقاط مرز و داخل سهمى y=x2 مى باشد. 
مانند شکل
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مثال  8 :  نمودار  رابطهٔ »≤« در اعداد حقىقى ىعنى رابطهٔ }R=})x,y(∈R2 | x≤y سطح ىک 
نىم صفحه است. )ناحىه ساىه دار در شکل زىر(

y =
x

تمرین

1 ــ رابطهٔ })1 ,π( ,)0 ,2( ,)π ,1( ,)2,2({=R در }A=}0 ,1 , π ,2 ,4 تعرىف شده است.
الف( تحقىق کنىد کدام ىک از موارد زىر درست است.

   4R1    ،      2R0     ،      1Rπ      ،      πR1    ،    1R2  
ب( مجموعهٔ اعضاىى ازA  که با 2 رابطه دارند را مشخص کنىد.

2ــ چند رابطه در مجموعهٔ A از تمرىن 1 مى توان نوشت؟
3 ــ آىا ∅ ىک رابطه است؟

 R .تعرىف شده است R=})x,y( |  x,y∈A, x|y{ ٔرابطه A=}0 ,1 ,2 ,… ,9{ ٔ4ــ در مجموعه
را به صورت مجموعه اى از زوج هاى مرتب بنوىسىد، دامنه و برد R را تعىىن کنىد.

5  ــ اعضاى رابطهٔ }R=})x,y( | x2+y2=4 را در Z به صورت مجموعه اى از زوج هاى مرتب 
مشخص کنىد و نمودار آن را رسم کنىد.

6 ــ اگر }A=}1,2,3,4  نمودار رابطه هاى زىر را رسم کنىد .
	a,b∈A  a  R  b ⇔ a+b ≤  4  )الف

 	aRb ⇔  a ( b+1) ≤   6         )ب
	aRb ⇔  -10 ≥ a +  5b ≥10 پ( 
	xRy ⇔  x2+y2≥  4         )ت
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A

A1A2

A3

A4

xf تعرىف شده است،  y y
x

⇔ =
+2

1

1
7ــ رابطهٔ f از R در فاصلهٔ بستهٔ ]1, 0[ به صورت 

نمودار رابطهٔ  f را رسم کنىد.
8   ــ رابطه هاى زىر، روى مجموعهٔ }A=}1,2,3,6  تعرىف شده اند. اولاً هر رابطه را به صورت 

زوج هاى مرتبّ نشان دهىد. ثانىاً نمودار رابطه ها را رسم کنىد.
              R1=})x,y( |   x|y{  ,      R2=})x,y( | x<y{  

R3=})x,y( |   x=y{  ,      R4=})x,y( | x≠y{     
R5=})x,y( |   x2≥y{    ,     R6=})x,y( |فرد است x+y{                                     

9 ــ رابطه هاى زىر، روى مجموعهٔ R تعرىف شده اند. نمودار آنها را رسم کنىد.
  R1=})x,y( | x2+y2≥4{  

R2=})x,y( | x2+y2≥1 , y≥x{  
R3=})x,y( | |x|=|y|{  

   R4=})x,y( | |y|=-x{  

 ـافراز ىک مجموعه     8     2
مجموعهٔ اعداد صحىح Z را به صورت  }… , Z =}… , -3 , -2,  -1 ,0 ,1 ,2 ,3 در نظر مى گىرىم. 
ZO  زىرا   ZE =∅  ًاىن مجموعه را مى توان به دو زىرمجموعهٔ اعداد فرد و اعداد زوج تقسىم کرد. مسلما
ZO ، اىن تقسىم را افراز  Z به دو مجموعهٔ  ZE و   ZE=Z هىچ عددى نمى تواند هم زوج و هم فرد باشد و
  ZOمى نامىم. همچنىن هرمجموعهٔ A با متمم خود ىعنى ׳A ىک افراز براى مجموعهٔ عام U مى باشند زىرا:

AAو  ∅=׳ AA׳=U  
مى توان اىن اىده را تعمىم داد. در شکل زىر، مجموعهٔ A به چهار مجموعهٔ A1 و A2 و A3 و 

A4  افراز شده است.
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 تعرىف : فرض کنىم A ىک مجموعۀ غىر تهى باشد گوىىم A به n زىرمجموعۀ  
A1  و A2 و … و An افراز شده است اگر:

Ai≠∅     ,     1≥i≥n الف( برای هر
)1≥ j ≥n(      Ai   Aj=∅            i≠j  ب( برای هر

n
n i iA A A A A== =1 2 1   پ( 

مثال    : اگر }A=}1,2,3 آنگاه A داراى 5 افراز به صورت زىر است:
 }1{ , }2{ ,}3{   )1(

     }1{ , }2,3{   )2(
      }2{ , }1,3{   )3(
      }3{ , }1,2{   )4(

        }1,2,3{   )5(

2 ـ9ـ  رابطۀ هم ارزی
فرض کنىم که مجموعهٔ A به قطعات مجزاى از ىکدىگر مانند شکل، افراز شده باشد  مثال    : 

مى توانىم رابطهٔ »∽« را چنىن تعرىف کنىم.
x ∼ y ⇔                              x وy  هر دو در ىک قطعه هستند 

A4

A3

A5

A2A

A1

براى داشتن شهودى بهتر فرض کنىد A نقشهٔ ىک کشور باشد و زىرمجموعه هاى A1 و A2 و 
A3 و A4 و A5 استان هاى اىن کشور باشند. رابطه اى که بىن هر دو شهروند اىن کشور برقرار است 

رابطهٔ هم استانى بودن است. ىعنى
x ∼ y ⇔ x وy  در ىک استان هستند 

بنابراىن اگر x متعلق به استان A1 است و y  متعلق به استان x ،A2  و y رابطه اى باهم ندارند.
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اىن رابطه داراى اىن خواص است که اگرx  و y و z افرادى از اىن کشور باشند: 
1ــ  x با خودش هم استان است.

2ــ اگر x با y هم استان باشد y نىز با x هم استان است.
3ــ اگر x با y و  y با z هم استان باشند، x نىز با z هم استان است.

برعکس مى توانىم ناحىه ها را با رابطهٔ »∽« بازسازى کنىم. ناحىه اى که  x متعلق به آن است 
)استانى که x در آن زندگى مى کند( با Ex نماىش مى دهىم. که عبارت است از: 

Ex = }y∈A | x ∼ y{  
ىعنى استانى که x  متعلق به آن است مجموعهٔ تمام شهروندان کشور A است که با x در ىک استان 
زندگى مى کنند. ىعنى مجموعهٔ Ex ىکى از استان هاى کشور است ىا ىکى از ناحىه هاى مورد نظر است. 
بنابراىن اگر x∈ A2 باشد آنگاه Ex=A2 و اگر x∈ A5 آنگاه Ex=A5 پس دقىقاً رابطهٔ هم استانى بودن، 
کشور را به استان ها تقسىم مى کند. به طور کلىّ مى توان گفت: رابطه اى که داراى خواص )1( و )2( 

و )3( باشد ىک رابطه  هم ارزى است.

 تعرىف : رابطه ای چون »∽« روی مجموعهٔ A ىک رابطۀ هم ارزی است اگر 
به ازای هر x وy  و z ازA  سه خاصىت زىر برقرار باشد : 

الف( x∼x ىعنى هر عضو با خودش رابطه داشته باشد. )بازتابى ىا انعکاسى(
ب( اگر x∼y آنگاه y∼x )تقارنى(

پ( اگر x∼y و y∼z آنگاه x∼z )تعدی ىا تراگذری(

مثال    : رابطهٔ توازى خطوط در صفحه و رابطهٔ همنهشتى دو مثلث رابطه هاى هم ارزى روى 
صفحه هستند.

ملاحظه کردىد که هرگاه مجموعهٔ A  را به قطعات مجزا تقسىم کنىم، رابطهٔ ) x هم استان است با 
y ( ىک رابطهٔ هم ارزى است و برعکس. بنابراىن

 هر رابطۀ هم ارزی روی ىک مجموعه، آن مجموعه را به زىرمجموعه های 
مجزا که هر ىک از آنها دسته ىا کلاس هم ارزی نامىده مى شود تقسىم مى کند.

به صورت   و  نماىندهٔ دسته مى گوىىم  را   a .نشان مى دهىم  ]a[ با علامت را   a دستهٔ هم ارزى
}a[=}x| xRa[ تعرىف مى کنىم.
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مثال    : سطح مربع واحد ]D=]0 ,1[*]0 ,1 را در نظر بگىرىد. هر دو نقطه از اىن مربع را با رابطهٔ 
اىنکه مؤلفّه هاى اوّل آنها با هم برابرند تعرىف مى کنىم ىعنى:

)x,y(R)a,b( ⇔  x=a  
اىن رابطه ىک رابطهٔ هم ارزى روىD  است. و مجموعهٔ D )صفحهٔ D( را به دسته هاى هم ارزى 
افراز مى کند، دسته هاى هم ارزى خطوط عمود بر محورx ها مى باشند زىرا مثلاً دستهٔ )0,0( عبارت 

است از:
])0,0([ = })x,y(  |  )x,y( R)0,0({      

= })x,y(  |  x=0{      
که نمودار آن خط x=0 است.

(1,1)1

10

1ــ رابطهٔ R در Z به صورت
xRy ⇔  3|x-y  

تعرىف شده است. اولاً ثابت کنىد R ىک رابطهٔ هم ارزى است. ثانىاً رابطهٔ R مجموعهٔ Z را به چند 
کلاس هم ارزى افراز مى کند؛ اىن کلاس هاى هم ارزى را مشخص کنىد.

2ــ ثابت کنىد رابطهٔ تشابه دو مثلث، ىک رابطهٔ هم ارزى است.
3ــ از رابطه هاى زىر که روى R2 تعرىف شده اند کدام ىک هم ارزى است؟

	)a,b( R )c,d( ⇔  a +d =b+c الف( 
)a,b( R )c,d( ⇔  )a-c()b-d( =0 ب(  
)a,b( R )c,d( ⇔  ab=cd پ( 

تمرین


