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این در و داد ادامه را ازمشتقات گیری توانمشتق می دارد، پذیریوجود کهمشتق آنجا تا
صورت،مشتقهایمرتبههایبالاترتابعy=f(x)رابهصورتزیرنسبتبهxنشانمیدهیم:

 [ ] x
dy dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

′ ′   :f مشتق اوّل

[ ] x
d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

′′ ′′
2 2

2
2 2   :f مشتق دوم

[ ]( ) ( )
x

d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

3 3
3 3 3

3 3
  :f مشتق سوم

                    .             .               .                    .           .                                                                          .             .               .                    .           .                                                                            .             .               .                    .           .                                                     

 [ ]
n n

(n) (n) n
xn n

d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

  :f ام n مشتق
�  مثال :اگرf(x)یکچندجملهایدرجهnٔباشد،یعنی

f(x)=a0+a1x+a2x2+...+anxn 
کهدرآنa0,a1,...,an-1,anثابتهستند،(an≠0)مشتقnام،f(x)راحسابکنید.

حل :چونتابعچندجملهایدرجهn،ازهرمرتبهمشتقپذیراستبنابراین:
f′(x)=a1+2a2x+3a3x2+4a4x3+...+nanxn-1 
f′′(x)=2a2+6a3x+12a4x2+...+n(n-1)anxn-2 
f(3)(x)=6a3+24a4x+...+n(n-1)(n-2)anxn-3 ...
f(n)(x)=n(n-1)(n-2)×...*2*1*an=n!an 

f(k)(x)=0،k>nوبرایهر

تمرین در کلاس

مشتقچهارمتابعf(x)=(x2+1)(x2+2)(x2+3)رادرx=1حسابکنید.

�  مثال : مشتقپذیریتابع|f(x)=|xومشتقهایمراتببالاترآنرارویRبررسیکنید.
xحل :میدانیم , x

f (x)
x , x
− <

=  ≥

0

0 
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x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim
x x− −−

→ →

− −′ = = = −
−0 0

0
0 1

0
چون

x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim
x x+ ++

→ →

−′ = = =
−0 0

0
0 1

0 
بنابراینتابعfدرx=0مشتقپذیرنیستو

, x
f (x) , x

, x

− <
′ = =
 >

1 0

0

1 0 
تعریفنشده



0

x

y

1

−1

0
x

y

, x
f (x)

, x
<′′ =  >

0 0

0 0 
تابع″   fدرx=0تعریفنشدهاست.

f′′(x)=0,x≠0 ویا
f(n)(x)=0,x≠0 n≤3وبرایهر

تمرین در کلاس

f(x)=|x2-4|فرضکنید
الف)مشتقپذیریتابعfرادر2وx=-2بررسینمایید.

ب)ضابطهتابعمشتقونمودارآنرارسمکنید.
پ)باتعیینضابطهتوابع′′   fوf(3)،ضابطهٔمشتقnامتابعfرابهدستآورید.

0

x

y

1

−1

0
x

y

  f ′نمودار

    f ′′ نمودار
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براییافتنمشتقتابعهایقطعه قطعهتعریفشده(نظیرتابعقدرمطلقوتابعجزءصحیح)قضیه
زیربسیارمؤثراستوحلمسألهراسادهترمیکند.

� قضیه   ٣  :


x x
lim f (x)

−→
′

0

الف)اگرfرویبازه[a,x0)پیوستهورویبازهٔباز(a,x0)مشتقپذیربودهو
وجودداشتهباشد،آنگاه:

x x
f (x ) lim f (x)

−−
→

′ ′=
0

0


وجود
x x
lim f (x)

+→
′

0

ب)اگرfرویبازه(x0,b]پیوستهورویبازهٔباز(x0,b)مشتقپذیربودهو
داشتهباشد،آنگاه:

x x
f (x ) lim f (x)

++
→

′ ′=
0

0


�  مثال :مشتقچپومشتقراستتابع|f(x)=|x-1|+2|x-2رادرx=1حسابکنید.
f(x)=-3x+5،(0,1]ازبازهxپیوستهاستوبرایهرIRرویfحل :تابع

f′(x)=-3،(0,1)ازبازهxپسبرایهر
f(x)=-x+3،[1,2)ازبازهxهمچنینبرایهر

f′(x)=-1،(1,2)ازبازهxپسبرایهر

x
f ( ) lim f (x)

−−
→

′ ′= = −
1

1 3 بنابراین
x

f ( ) lim f (x)
++

→
′ ′= = −

1
1 1


درنتیجهتابعدرx=1مشتقپذیرنیست.

تمرین در کلاس
 

مشتقچپومشتقراستتابعfباضابطهf(x)=x[x3+3]رادرنقطهx=0ٔرادرصورت
وجودبهدستآورید([]نمادجزءصحیحاست).
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،مقدارهایf(1)وf′(1)را
h

f ( h)lim
h→

+ =
0

1
3 1ــفرضکنیدتابعfدرx=1مشتقپذیرو

بهدستآورید.
رابیابید.

h

f ( h)lim
h−→

+ −
0

1 1 ،حاصل x , | x |
f (x)

x , | x |

 ≥= 
− <

3

2

1

2 1 1
2ــفرضکنید

x=πرادرنقطهfمشتقچپومشتقراستتابع، xf (x) sin x cos =   2
3ــفرضکنید

حسابکنید.
4ــالف)ثابتکنید:اگرfدرaمشتقپذیرباشد،حدزیرموجودوبرابرباf′(a)است


h

f (a h) f (a h)lim f (a)
h→

+ − − ′=
0 2 

aٔب)نشاندهیدکهاگرحددرقسمتالفوجودداشتهباشد،لزومینداردکهتابعدرنقطه
مشتقپذیرباشد.

5ــنمودارهریکازتابعهایقسمتهای(الف)تا(ت)رابهنمودارمشتقشدرقسمتهای(1)
تا(4)متناظرکنیدوضمناًدلیلانتخابخودرابیانکنید.

مسا ئل

x

y

0

x

y

0x

y

0

ب(الف(

ت(پ(

x

y

0
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 f ′(4)مقدار،g′(4)=7،g(4)=8، f (x) xg(x)= 6ــاگر
بهدستآورید.

5 اندازه به را آن است، آویزان فنری انتهای به جسمی 7ــ
سانتیمترپایینکشیدهودرلحظهt=0رهایشمیکنیم(مطابقشکلرسمشده
جهتروبهپایین،جهتمثبتاست)موقعیتاینجسمدرزمانtازرابطه
y=f(t)=5costبهدستمیآید.سرعتوشتاباینجسمرادر
tپیداکنیدوسپسبهکمکنتایجبهدستآمدهحرکتجسمرا زمان

تحلیلکنید.

x

y

0
x

y

0

x

y

0
0

x

y

)٢(١

)٤(٣

رابهدستآورید.
h

f ( h) f ( )lim
h→

′ ′+ −
0

1 1 ـفرضکنیدf(x)=x6-2x4-x+1،حاصل 8ـ

y

0

5
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، f ′(x) را حساب کنید.  xf (x) sgn(x x )
x
+= − +21

1 ٩ــ اگر 
 f ′′(1) = 4 و f ′(1) = 3 و f (1) = 2 را چنان انتخاب کنید که f 1٠ــ ضابطه تابع درجه دوّم

باشد. 
11ــ نقطه ای روی نمودار تابع y = x2 + x پیدا کنید که در آن نقطه، خط مماس بر منحنی تابع، 

موازی قاطعی باشد که دو نقطه با طول های x = 1 و x = 3 واقع بر منحنی تابع را به هم وصل کند. 
دست  به   ( , )π

4
6

نقطه  در  را   sin xf (x)
sin x

+= 1 2 تابع  منحنی  بر  مماس  خط  ه  معادل 12ــ 
آورید. 

 x = 1 در نقطه x , x
f (x)

ax bx c , x

 <= 
+ + ≥

3

2

1

1
13ــ به ازای چه مقادیری از b، a و c تابع 

مشتق مرتبه دوّم دارد؟ 
14ــ الف) با محاسبه مشتق اوّل و دوم و سوم تابع f (x) = sinx، مشتق nام تابع f را حدس 

بزنید و سپس درستی حدس خود را به استقراء ثابت کنید. 
ب) با استفاده از قسمت الف، دستور مشتق n ام تابع f (x) = cosx را به دست آورید. 

3ـ ٨ ـ قاعدۀ زنجیری 
 f (x) x= +4 x و x4 + 1 را بیابیم ولی هنوز نمی توانیم مشتق1 با وجود اینکه می توانیم مشتق 

را حساب کنیم. 
 u = g(x) = x4 + 1 و y f (u) u= = توجه کنید که f تابعی ترکیبی است که اگر فرض کنیم

می توانیم بنویسیم:
y = h (x) = f (g(x))  

 h= fog یعنی
قاعدهٔ محاسبه مشتق تابع های f و g را می دانیم، در نتیجه دانستن قاعده ای که براساس آن بدانیم 
چگونه مشتق h = fog را برحسب مشتق های f و g پیدا کنیم، بسیار با اهمیت است. و این قاعده را 

قاعدۀ زنجیری می نامند. 
 f (u)

u
= 1 y برابر است با تابع مرکب y = f (g(x))، که در آن 

x
=

+2

1

1
اکنون فرض کنید تابع 

هستند. f (u)
u
−′ =

2

1  ،g′(x) = 2x و این توابع دارای مشتق های u = g(x) = x2 + 1 و



152
حساب دیفرانسیل و انتگرال 

بنابرقاعدهٔخارجقسمت(کهحالتخاصیازقاعدهٔزنجیریاست)
d d xf (g(x)) ( ) ( x) f (g(x))g (x)

dx dx x (x ) (x )
− − ′ ′= = = =

+ + +2 2 2 2 2

1 2 1
2

1 1 1 
اینمثالمیگویدمشتقتابعمرکبy=f(g(x))برابراستبامشتقfبهازایg(x)،ضربدر

مشتقgبهازایx،اینهمانقاعدۀ زنجیریاست.
d f (g(x)) f (g(x))g (x)

dx
′ ′=


طرحاینمثالایدهایاستبرایبیانقضیهمشتقتابعمرکب(ویاقاعده زنجیری)

� قضیه   ١: قاعده زنجیری:اگرتابعgدرنقطهxٔوتابعfدرنقطهٔg(x)مشتقپذیرباشند،آنگاه
(fog)′(x)=f′(g(x))g′(x)مشتقپذیراستوxدرنقطهfogتابعمرکب

بااستفادهازنمادگذاریلایبنیتس،اگرy=f(u)،کهدرآنu=g(x)آنگاهy=f(g(x))و
dy
du

آهنگتغییرyنسبتبهuعبارتاستاز
du
dx

آهنگتغییرuنسبتبهxعبارتاستاز

یعنی dy du
du dx

× بنابراین،آهنگتغییرy=f(u)=f(g(x))نسبتبهxعبارتاستاز

dy dy du ( )
dx du dx

= × 1


درu=g(x)محاسبهشدهاست. dy
du

که
بهنظرمیرسدکهبرایرسیدنبهرابطه(1)،نمادduراازصورتومخرجحذفکردهایم،ولی
معرفخارجقسمتدوکمیتنیست،بلکهکلآنمعرفکمیت dy

du
اینکارمعنیدارینیستزیرا

واحدیبهناممشتقyنسبتبهuاست.
بیان یک مثال فیزیکی از مشتق تابع مرکب:درشکل3ــ17مجموعهایازچرخدندهها
رامیبینیدکهچرخدندهٔدوموسومرویمحورواحدیقراردارند.وقتیمحوراولمیچرخد،محور
دوّمراحرکتمیدهد،واینمحورخودمحورسوم(چرخدنده4)راحرکتخواهدداد.فرضکنیم
رایافته dy

dx
و du

dx
و dy

du
u،yوxتعداددورانهایمحورهایاوّل،دوم،وسومدردقیقهباشند.

dy dy du
dx du dx

= × ونشاندهید
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محور ١:yدوراندردقیقه
محور ٢:uدوراندردقیقه
محور ٣:xدوراندردقیقه

حل.چونمحیطچرخدندهٔدوم3برابر
محیطچرخدندهٔاولاست(r2=3r1شعاع)،
چرخدندهٔاولباید3دوربچرخدتاچرخدندهٔ
هٔ دند همچنینچرخ نماید. دوران بار یک دوم
م هار چ دندهٔ چرخ تا بچرخد دور 2 د بای دوم

 du
dx

= 2 و dy
du

= 3 یکباردوراننمایدوداریم

باادغامایندونتیجهمعلوممیشودکهمحوراوّلباید6دوربچرخدتامحورسوم(چرخدنده4ٔ)
dyیکباردوراننماید.درنتیجه dy du( )( ) ( )( )

dx du dx
= = =3 2 6


بهعبارتدیگر،میزانتغییرyنسبتبهxحاصلضربمیزانتغییرyنسبتبهuدرمیزانتغییر

uنسبتبهxاست.
رابااستفادهازقاعدهٔزنجیریپیداکنید. f (x) x= +4 1 �  مثال :مشتقتابع

h(x)=(fog)(x)=f(g(x))مینویسیمکهدرآن fرابهشکل حل اوّل :ابتداضابطه
وg′(x)=4x3پسبنابرقضیه4 f (u)

u
′ = 1

2
چون f (u) u= u=g(x)=x4+1و

xh (x) f (g(x)) g (x) x
x x

′ ′ ′= × = × =
+ +

3
3

4 4

1 2
4

2 1 1 
،آنگاه y u= حل دوم :بااستفادهازتساوی(1)اگرفرضکنیمu=x4+1و

h′(x)یا

dy dy du xx x
dx du dx u x x

= × = × = × =
+ +

3
3 3

4 4

1 1 2
4 4

2 2 1 1 


تمرین در کلاس
 

رابهدستآورید. nd (u )
dx

اگرnعددحقیقیباشدوتابعu=g(x)مشتقپذیر،آنوقت

12

13

چرخ دنده ١

ده٢
خ دن

چر

چرخ دنده٤
ه٣

دند
رخ 

چ

محور ١

محور ٢
محور٣

شکل ٣ــ١7
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موردنظراستقاعدهٔمهمزیربهدستمیآید nd (u )
dx

یادداشت:ازفعالیتبالاکهمحاسبه
وآنراقاعدهٔ توانی کلیمینامیم.

n n nd du(u ) nu nu u
dx dx

− − ′= =1 1


�  مثال :ازتوابعزیرمشتقبگیرید.

y=cos3(x)(بy=sin(x3)(الف
حل :

dyالف)فرضکنیدu=x3وy=sinuپسبنابرقاعدهزنجیری dy du
dx du dx

= ×


dyدرنتیجه (cosu) x x cos x
dx

= × =2 2 33 3


ب)فرضکنیدu=cosxوy=u3،پسبنابرقاعدهتوانیکلی
dy u u cos x( sin x) sin x cos x
dx

′= = − = −2 2 23 3 3


تمرین در کلاس

فرضکنیدu=g(x)تابعیمشتقپذیرباشد.
الف)مشتقتابعهایy=sinuوy=cosuرابیابید.

ب)مشتقتابعهایy=tanuوy=cotu(باشرطاینکهtanوcotدرuمشتقپذیرند)رابیابید.

٣ـ٩ـ مشتق گیری ضمنی 
اکثرتوابعیکهباآنهاسروکارداریم،دارایمعادلهایهستندکهy(مقدارتابع)رابهطورصریح

برحسبمتغیرxبیانمیکندمثلاً
y sin x , y x x= = +2 1 

y=f(x)،یادرحالتکلی
امابعضیاوقاتبهمعادلاتینظیرx3+y3=6xy،x2+y2-4=0برمیخوریمکهyرابهطور
صریحبرحسبمتغیرxبهدستنمیدهند.البتهدربرخیمواردمیتوانچنینمعادلههاییراحلکرد
تاyرابهطورصریحبرحسبxبهدستآوردمثلاًدرمعادلهx2+y2=4(معادلهدایرهایبهمرکزمبدأ
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درنتیجهx2+y2-4=0،معادله y x= ± − 24 مختصاتوبهشعاعR=2جوابهایyمیشوند
میباشد. g(x) x= − − 24 و f (x) x= − 24 ضمنیتابعهای

نمودارهایfوgنیمدایرههایبالاییوپایینیدایرهx2+y2=4ٔهستند.(شکلزیر)

x

y

0

x

y

0 x

y

0 x

y

0

 x٣ + y٣ = 6xy نمودار

−2 20

y

x−2 20

y

x−2 20

y

x

حلکــردنمعادلـهx3+y3=6xyبـراییـافتنyبرحسبمتغیرxکارسادهاینیست(برایسیستمهـای
جبریکامپیوتریچنینکـاریدشوارنیست،امّاعبارتیکهبهدستمیآیدخیلیپیچیدهاست)بههرحال

منحنی را آن که است منحنی یک ه معادل x3+y3=6xy 
برگی دکارتمینامند.(شکلروبهرو)وازاینمنحنیبرگی
آن معادلهضمنی که کرد تعریف تابع دکارتمیتوانچندین
توابعهمانx3+y3=6xyاستدرشکلزیرسهتاازآن

تابعهانشاندادهشدهاند.

g(x) x= − − 24 پ)  f (x) x= − 24 ب) x2+y2=4(الف
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نیازینداریمکهyرابرحسبمتغیرxپیداکنیم، dy
dx

درخورتوجهاستکهبرایپیداکردن
xبهجایاینکارازمشتق گیری ضمنیاستفادهمیکنیم،برایاینمنظورازدوطرفمعادلهنسبتبه
رابهدستمیآوریم،بااینفرضکههموارهمعادلهٔداده dyy

dx
′ = مشتقمیگیریموازمعادلهٔحاصل

شده،yرابهطورضمنیبرحسبتابعیمشتقپذیرازxتعریفمیکند.
رابیابید. dy

dx
،x2+y2=4مثال :الف)اگر  �

بیابید. ( , )1 3 ب)معادلهمماسبردایرهx2+y2=4رادرنقطه
حل :ازطرفینمعادلهx2+y2=4نسبتبهxمشتقمیگیریم.

d d(x y ) ( )
dx dx

+ =2 2 4


d d(x ) (y )
dx dx

+ =2 2 0 
قابلتوجهاینکهy=f(x)تابعیاستمشتقپذیروبنابرقاعده»توانیکلی«درمشتقتابعمرکب

dداریم: (y ) yy
dx

′=2 2


2x+2yy′=0 بنابراین
اکنونازاینمعادله′yراپیدامیکنیم

dy
dx

یا xy , (y )
y

−′ = ≠0 
،مشتقتابع(نیمدایرهبالایی)برابراستبا ( , )1 3 ب)درنقطه

dy
dx

−= = −1 3

33 شیبمماس 
میشود ( , )1 3 بنابراینمعادلهخطمماسبردایرهدرنقطه

y (x )− = − −3
3 1

3


یا

y x= − +3 4 3

3 3 
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تمرین در کلاس 

راپیداکنید. dy
dx

، cos y y sin x= 2 الف)اگر

رادرنقطه(1،1)پیداکنید. d y
dx

2

2
،x+y4+1=y+x2+xy2ب)اگر

پیداکنید. ( , )4 8

3 3
پ)معادلهخطمماسبرمنحنیx3+y3=6xyرادرنقطه

٣ـ١٠ـ مشتق تابع وارون 
فرضکنیمfتابعییکبهیکومشتقپذیرباشد.بایکرویکردهندسیمیتوانیمتابعمشتقپذیر
راتابعیبدانیمکهنمودارشگـوشهیاپیچندارد.درنتیجهنمودارf-1کهقرینهنمودارfنسبتبهخط
y=xاست،گوشهیاپیچندارد.(شکل3ــ18)بنابراینانتظارداریمکهf-1نیزبهجزدرجاهاییکهمماسها

قائماند،مشتقپذیرباشد.وبهصورتشهودی
f-1را بـایکاستدلالهندسیمقدارمشتق
آوریددرشکــل بـهدست دادهشده نقطهٔ در
(3ــ18)نقـطـهA(a,b)روینــمــودار
A′(b,a)قـرینهAنسبتبـه fونـقـطـه
خطy=xروینمودارf-1درنظرمیگیریم

(f-1)′(b)=tanβوf′(a)=tanα

شکل(3ــ18)رادرنظرگرفتهورابطهٔبینf′(a)و(b)′(f-1)رابهدستآورید.

نتیجهبهدستآمدهدراینفعالیتیکایدهایاستبرایبیانقضیهبعدی.

یت
عال

ف

 ـ  ١8ــ  تابع f در نقطه A هموار است و تابع وارون شکل ٣ـ

 آن١- f نیز در  ′ A هموار می باشد

xT H

A

αβ

y

fM

A′

f −1

2

1
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� قضیه   : فرضکنیمIیکبازهوf:I→ IRتابعیباشدکهدرنقاطدرونیبازهIمشتقپذیرو
مشتقآنهمهجامثبتیاهمهجامنفیاست.دراینصورتتابعf-1(وارونf)نیزدرهمهٔنقاطدرونی

b=f(a)کهbمانندf-1دامنهاشمشتقپذیراستوبهازایهرنقطهٔدرونیازدامنه
(f ) (b)

f (a)
− ′ =

′
1 1 

بر مماس خط یعنی f ′(a) = 0 اگر یادداشت:
نمودارfافقیباشدوبهمعادلهy=b،آنوقتخطمماس
درنقطهbازنمودارf-1خطیاستعمودبرمحورxو
بهمعادلهx=bودراینصورتتابعf-1درنقطهbمشتق

ندارد.(شکل3ــ19راببینید)

�  مثال :فرضکنیدf(x)=2x3+3x2+6x+1مقدار(1) ′(f-1)رادرصورتوجودپیدا
کنید.

از پس b = 1 و (چرا؟) است مثبت جا همه آن مشتق و پذیر مشتق همواره f  تابع : حل 
a=0یعنیx=02=1نتیجهمیشودفقطx3+3x2+6x+1

f′(x)=6x2+6x+6=f′(0)=6 
f)بنابراین ) ( )

f ( )
− ′ = =

′
1 1 1

1
0 6 

تمرین در کلاس
 

g(x)اگرf(1)=2و
f (x)−=

1

1 1ــفرضکنیدf-1تابعوارونتابعمشتقپذیرfباشدو
،g′(2)رابیابید. f ( )′ = 1

1
8

Dدرنظربگیرید.مشتقتابعf-1=sin-1رابه ,π π = −  2 2
2ــتابعf(x)=sinxرابادامنه
ازایهرx،عضوبازهٔباز(1،1-)بیابید.

xb

b

0 H
A

y

f
A′

f −1

a

a

شکل ٣ــ١9
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٣ـ١١ـ مشتق توابع نمایی و لگاریتمی طبیعی 
وقتیسرمایهایباآهنگیکنواخت14درصددرسالافزایشمییابدبهنظرمنطقیاستکه
انتظارداشتهباشیمآهنگرشدآندرهرلحظهبامقدارسرمایهدرآنلحظهمتناسبباشدویاوقتی
جمعیتیکجامعهباآهنگیکنواخت3درصددرسالافزایشمییابد،آهنگرشدجمعیتمتناسب

باجمعیتاست.اینهانمونههاییازپدیدهایموسومبهرشد نماییمیباشند.
همانندرشدنمایی،میتوانصحبتاززوال نماییکردمثلاًمقداراورانیمرادیواکتیوU235با
آهنگیمتناسببامقدارموجودU235زوالمییابد.زوالاورانیم(یابهطورکلیعنصرهایرادیواکتیو)

نمونهایازپدیدهایبهنامزوالنماییاست.
اکثرمسائلرشدنماییوزوالنماییبهمدلریاضیf(x)=exمیانجامدکهبرخیازخواصاین

تابعراپیشازاینبهوسیلهمفهومحدوپیوستگیبررسیکردهایم.
اکنونمیخواهیمآهنگتغییرتابعنماییطبیعیf(x)=exرابررسیکنیموقاعدهایبرایمشتق

اینتابعبیابیم.

مشتق تابع نمایی طبیعی: مشتقتابعf(x)=exرابااستفادهازتعریفمشتقپیدامیکنیم
x h x h

x
h h h

f (x h) f (x) e e ef (x) lim lim lime
h h h

+

→ → →

+ − − −′ = = = ×
0 0 0

1


عاملexبهhبستگیندارد،بنابراینمیتوانیمآنرابهپیشازحدببریم:

h
x

h

ef (x) e lim ( )
h→

−′ =
0

1
1


ازتعریفe(عددنِپِر)داریم:

h
h
lim( h) e

→
+ =

1

0
1


h( h) e+ ≈
1

1 ازاینرابطهومفهومحدنتیجهمیشود
h hh(( h) ) e+ ≈

1

1 واینرابطهایجابمیکندکه
h( h) e+ ≈1 ویا

xاینمقداررادررابطه(1)جایگزینمیکنیم x x
h

hf (x) e lim e e
h→

′ = = × =
0

1


xبنابراینمشتقتابعنماییطبیعی xd (e ) e
dx

=
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طبیعـی نـمـایـی تــابع مشتق تــابع نتیجه در
f(x)=exخودشمیباشدوبابیانهندسیشیبخط
yدرهرنقطهبرابربامختصy=exمماسبرمنحنی

هماننقطهاست.(شکل3ــ20راببینید)
m    1= 

x

y

A

0

1

x(x,e )

xm e=

xy    e=

خطy=0مجانبافقیy=exاست. x
x
lim e
→+∞

= +∞ و x
x
lim e
→−∞

=0 یادداشت:
�  مثال : فرضکنیدu=g(x)تابعیمشتقپذیرباشد،مشتقتابعy=euرابیابید.

حل :بافرضu=g(x)وf(x)=exوeu=(x)(fog)،بنابرقاعدهزنجیریداریم:
(fog)′(x)=f′(g(x))g′(x) 

چونf′(x)=exپسf′(u)=eu،بنابراین
u ud (e ) u e

dx
′=


تمرین در کلاس 

معادلهٔخطمماسبرمنحنیy=e2xcosπxرادرنقطهٔ(0،1)پیداکنید.

y′′+6y′+8y=0درمعادلهٔدیفرانسیلy=eλxراپیداکنیدکهبهازایآنهاλمثال :مقدارهاییاز  �
صدقکند.

(معادلهایکهرابطهایبینyومشتقاتاولیابالاترآنرابیانمیکند،یکمعادله دیفرانسیل
نامیدهمیشود).

y′=λeλx حل :
y′′=λ2eλx 

باجایگزینکردن′yو′′yدرمعادلهدیفرانسیلداریم:
λ2eλx+6λeλx+8eλx=0 
eλx(λ2+6λ+8)=0 

نمودار

شیب

شکل ٣ــ٢0
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λ2+6λ+8=0 چونeλx≠0،پس
λ =-2,-4 

y=e-2xوy=e-4xجوابهایمعادلهدیفرانسیلy′′+6y′+8y=0میباشند.
تابع لگاریتمی طبیعی: باتوجهبهویژگیهایf(x)=ex،تابعfپیوستهویکبهیکاست

بنابراینتابعوارونfموجوداستوتابعیاستپیوستهویکبهیک.
وارونتابعy=exرامیتوانبهصورتx=eyنوشت(yتابعx،fتابعf-1استوبالعکس)و
درعبارتy،x=eyرالگاریتمxدرپایهeٔمیخوانیموبانمادy=Lnxنشانمیدهیمواینتابعرا

تابعلگاریتمی طبیعیمینامیم.
،f تابع وارون ابع ت  نمودار اینکه به توجه با
قرینهٔنمودارتابعfنسبتبهنیمسازربعاوّلوسوم
است،بهسادگیمیتواننمودارتابعy=Lnxرا،به

کمکنمودارy=exرسمکرد.(شکل3ــ21)
IR(∞+,0)وبردآن،y=Lnxدامنهٔتابع


xx
lim Lnx , lim Lnx

+ →+∞→
= −∞ = +∞

0
و است

بنابراینخطx=0مجانبقائمتابعy=Lnxاست.
مشتق تابع لگاریتمی طبیعی:تابعلگاریتم
طبیعیy=Lnxرادرنظرمیگیریم.میدانیمکهاین

تابعمشتقپذیراست،زیراوارونتابعمشتقپذیرy=exاست.
فرضکنیدy=Lnx،دراینصورتx=eyاگرازطرفینمعادلهey=xنسبتبهمتغیرxبه

صورتضمنیمشتقبگیریم،بهدستمیآید:
y dye

dx
× =1 

y
dy
dx xe

= =1 1

ویا

d (Lnx) ( )
dx x

= 1
1

درنتیجه

x

y
f

0

xy    e=

e
y x=

f −1

y Lnx=

شکل ٣ــ٢١
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تمرین در کلاس


فرضکنیدu=g(x)>0تابعیمشتقپذیرباشد،بهکمکقاعده(1)وقاعدهٔزنجیریثابت
dکنید: u(Lnu)

dx u
′

=


�  مثال :اگر|f′(x)،f(x)=Ln|xراپیداکنید.
حل :دامنهتابعIR-{0}،fاستپس

Lnx , x
f (x)

Ln( x) , x
>

=  − <

0

0 

بنابراین
, x

xf (x)
( ) , x

x x

 >′ = 
 − = <−

1
0

1 1
1 0


f (x)

x
′ = 1 ،x≠0درنتیجهبهازایهر

dنتیجهمثال(7)ارزشبهخاطرسپردنرادارد: (Ln | x |)
dx x

= 1


تمرین در کلاس

 
1ــاگرu=g(x)≠0تابعمشتقپذیریباشد،بهکمکنتیجهمثال7وقاعدهزنجیرینشان

dدهید: u(Ln | u |)
dx u

′
=


بااستفادهازمشتقگیری لگاریتمطبیعیبگیریدو xy x= ،x>02ــازدوطرفتساوی

راپیداکنید. dy
dx

ضمنی،

دریکآزمونریاضیمسألهایبهشرحزیرمطرحشد.
.f(x)=Ln(Lnsinx)مطلوباستمشتق

اکثریت که شد مشخص آزمون در کننده شرکت آموزان دانش  نامه پاسخ تصحیح جریان در
دانشآموزانمسألهرابهصورتزیرحلکردهاند.
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u(x)=Ln(sinx)⇒f(x)=Ln(u(x)) 
u (x) cos xf (x) , u (x)
u(x) sin x
′′ ′= =

cos x
cos xsin xf (x)

Ln(sin x) sin xLn(sin x)
′ = =


دستهایدیگرازدانشآموزانکهدراقلیتبودندراهحلگروهاولراانجامندادندوبهشیوهای

کاملاًمتفاوتبااینمسألهبرخوردکردهبودندوپاسخیمتفاوتبهاینمسألهدادهبودند.

الف)راهحلگروهنخستدانشآموزانراتجزیهوتحلیلکنید.
ب)سعیکنیدراهحلگروهدومراحدسبزنید!

پ)مستقلازاینراهحلهاوباتفکرواندیشهخودتاناینمسألهرابررسیو
حلکنید.

ت)چهنتایجیازبررسیوحلاینمسألهمیتوانگرفت؟

یت
عال

ف

مسا ئل

1ــدرهرموردf′(x)راپیداکنید.

 f (x) (x x )= + +3 2 21 ب)  xf (x)
x

=
+

4
2 1

الف)

 f (x) sin x= 3 ت) f(x)=sin(cosx)(پ
 f (x) tan x cot x= + ث)

،راتعیینکنیدکهدرآنهامماسبرمنحنی ( x )π π− < <
4 4

،y=tan(2x)2ــنقاطیازمنحنی
باخطy=4xموازیباشد.

3ــثابتکنید:
الف)اگرتابعfزوجومشتقپذیرباشدآنگاهتابعمشتقشفرداست.
ب)اگرتابعfفردومشتقپذیرباشدآنگاهتابعمشتقشزوجاست.
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4ــبافرضاینکهتابعfزوجوتابعgفردوf′(1)=2وg′(1)=3،مقدار(1-)′(f+g)را
حسابکنید.

5ــبافرضاینکهتابعf:R→RدرRمشتقپذیرازمرتبهدومباشدوبهازایهرعددحقیقی
g(x)=f(2-x2)،xوf′(2)=2مقدارg′′(0)راحسابکنید.

6ــاگرfتابعیچندجملهایازدرجهnوتابع′ fofازدرجه12باشدمقدارn2+4nراحساب
کنید.

با را y=f (cotx) باضابطه تابع آنگاهمشتق ،
h

f (x h) f (x)lim
h x→

+ − =
+ 20

1

1
اگر 7ــ

حسابکنید. xπ− < <0
2

شرط
8ــمعادلهخطمماسبرمنحنیy=sin(x°)درنقطهایباطولx=45رابهدستآورید.

رادیاناست) xπ
180

نتیجهمیشود،°xمساوی D R=
π180
(ازرابطه

9ــبااستفادهازاستقرایریاضیثابتکنید،برایهرعددصحیحمثبتn،تساویهایزیر
برقرارند:

n
n

n
d nsin(ax) a sin(ax )

dx
π= +
2

الف)

n
n

n
d ncos(ax) a cos(ax )

dx
π= +
2

ب)

رادرنقطه(4،2)بهدست xf (x)
x

+=
−

2

1
10ــمعادلهخطمماسبرنمودارتابعوارون،تابع

آورید.
مقدار ، f (x) f (x)′ = + 29 و است پذیر ومشتق پذیر وارون Rدر f:R→ Rتابع 11ــ

(4)′(f-1)راپیداکنید.
)Aرابیابیدونشاندهید , )3 3

2 2
12ــمعادلهخطمماسبرنمودارx3+y3=3xyدرنقطه

خطقائمبرمنحنیدرنقطهAازمبدأمختصاتمیگذرد.
bوa.قطعمیکندNوMرادرنقاطx2+y2-xy-1=0نمودارy=ax+b13ــخط

راچنانحسابکنیدکهمماسدرنقاطMوNخطعمودبرمحورxباشد.
14ــدرهرموردf′(x)راپیداکنید.

f(x)=Ln|x2-1|(ب f(x)=etanx(الف
f(x)=Ln|cosx|(ت f(x)=Ln|sinx|(پ
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رادرنقطهٔ(1،0)پیداکنید. Lnxy
x

= 15ــمعادلهخطمماسبرمنحنی

را (x هرعددحقیقی ازای (به ، n
n

xf (x) lim ( )
n→+∞

= +1 باضابطه f تابع دوم مشتق 16ــ
حسابکنید.

17ــدرچهنقاطینمودارf(x)=x2e-x2دارایمماسافقیاست.
18ــمشتقتابعوارون،تابعfباضابطه:f(x)=3x+Lnxرادرx=3بهدستآورید.

19ــ(مدلسازییکبیماریهمهگیر)تعداد(y)افرادیکهبهیکویروسبسیارمسریمبتلا
مدلسازیشدهاستکهدرآنtازلحظهبروز

kt
Ly

Me−=
+1

شدهاندبهوسیلهمنحنیتدارکاتی
بیماری،برحسبماهاندازهگیریمیشود.

یافت. افزایش نفر به1000 تعداد این بعد، ماه بودویک نفر مبتلایان200 تعداد بتدا ا در
سرانجامتعدادمبتلایاندرعدد10000ثابتماند.پارامترهایLوMوKراتعیینکنیدومشخص
کنیدتعدادمبتلایان3ماهبعدازبروزبیماریچندنفرهستندوآهنگرشددرآنلحظهچقدربوده

است.

٣ـ١٢ـ مقدارهای اکسترمم سراسری و مسائل بهینه سازی
اغلبدرزندگیوقتیبامسألهایروبرومیشویم،تلاشمیکنیمبهترینراهحلرابرایآن

مسألهپیداکنیم.
برایمثالیککشاورزمیخواهدترکیبیازمحصولاتانتخابکندکهتاحدامکانتولیدش
بیشترینسودراداشتهباشد.ویایکپزشکعلاقمنداستکهکمترینمقداردارورادرطولدرمان

یکبیمارمعینتجویزکند.
همچنینیککارخانهدارمایلاستهزینهتوزیعکالاهایشرابهحداقلبرساند.گاهیاوقات
یکمسألهازایننوعرامیتوانبانمادگذاری،رابطهای(بهشکلمعادله)بهعنوانضابطهتابعیاز
یکمتغیربیانکردتابااستفادهازروشهایحسابانباماکسیممکردنیامینیممکردنمقدارتابعروی

یکمجموعهٔخاصابزارلازمبرایحلاینمسألهفراهمشود.
بهعنواننمونهباطرحمسألهٔساختنیکجعبهدربازکهدرصنعتبسیارکاربرددارد،شروع

میکنیم.
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�  مثال١ :میخواهیمیکجعبهٔدربازازیکقطعهمقوای75×40سانتیمتربسازیمبااین
روشکهمربعهاییبااندازهمساویازچهارگوشهٔاینمقوابرشمیزنیموجدامیکنیم(شکل3ــ22).

اکنونمیخواهیمبدانیمطولضلعاینمربعهاچقدرباشدتاجعبهساختهشدهبیشترینحجم
ممکنراداشتهباشد.

برایمدلسازیاینمسألهنمادxرابرایطولضلعمربعهاییکهبایدازچهارگوشهمقوابریده
شودانتخابمیکنیم(قسمتالفشکلبالا)ونمادVرابرایحجمجعبهایکهمیخواهیمبسازیم،

درنظرمیگیریم(قسمتبشکلبالا).
بهبیاندیگر

x:طول(برحسبسانتیمتر)ضلعهایمربعهاییکهبایدبریدهشود.
V:حجم(برحسبسانتیمترمکعب)جعبهدربازیکهساختهمیشود.

چونازهرگوشهمقوا،یکمربعبهضلعxازهرگوشهمقوابرشمیدهیم،ابعادجعبهٔدرباز
مطلوبعبارتندازxو(2x-40)و(2x-75)،(شکل3ــ22)

بنابراینحجماینجعبهکهبهشکلمکعبمستطیلاستبهصورتزیربهدستمیآید.
V=(40-2x)(75-2x)*x=4x3-230x2+3000x(1) 

متغیرxدراینمعادلهبامحدودیتهایمعینیروبرواست،زیرابهدلیلاینکهxطولضلعمربع
است،نمیتواندمنفیباشد.همچنینعرضمقوا40سانتیمتراست،پسxنمیتواندبیشترازنصف

آنباشد(چرا؟)
درنتیجهمتغیرxازمعادله(1)بایددررابطهx≤20≥0صدقکند(چرا؟)

xبنابراینمسألهواقعیمابهیکمدلریاضیتبدیلشدکهدراینمدلریاضیبایدمقادیریاز
رادربازه[0,20)پیداکنیمکهمقدارVدرمعادله(1)بیشترینمقدارممکنراداشتهباشد.

میتواناینمسألههارابهپیداکردنمقدارهایماکسیممیامینیممتابعهاتبدیلکرد.ابتداتوضیح
میدهیمکهمنظورمانازمقدارهایماکسیممومینیممچیست؟

x

x−40 2

x−75  2)الف(

xx

xx

x

x

x

x

40

75 )ب(
شکل ٣ــ٢٢
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تعریف ١   :فرضکنیمDدامنهتابعfونقطهcعضودامنهباشد،میگوییم:
الف)f(c)مقدار ماکسیمم(ماکسیممسراسرییامطلق)تابعfرویDاست،

f(x)≤f(c):داشتهباشیمDعضوxبهشرطیکهبهازایهر
به است، D روی f تابع مطلق) یا سراسری (مینیمم مینیمم مقدار  f(c) ب)

f(c)≤f(x):داشتهباشیمDعضوxشرطیکهبهازایهر
پ)f(c)مقدار اکسترمم مطلقتابعfرویDاستکهیامقدارماکسیمممطلق

ویامقدارمینیمممطلقتابعfرویDباشد.

دراینبخشازکتاب(3ــ12)،مقدارماکسیمممطلق،مقدارمینیمممطلق،مقداراکسترمممطلق
تابعرابهاختصارمقدارماکسیممتابع،مقدارمینیممتابعومقداراکسترممتابعبیانمیکنیم.

D = (0, +∞) دامنه با f تابع نمودار 3ــ23 شکل
بازه در f تابع دهد. می نشان را  f (x) ( )

x
= 1 ضابطه و

(∞+,0)نهدارایمقدارماکسیمماستونهمقدارمینیمم
زیرابرُدتابعمجموعهR=(0,+∞)استوf(x)میتوانداز
هرعددمثبتیبزرگترشود(بانزدیککردنxمثبتبهصفر)و
f(x)بامقادیرمثبتمیتواندبهصفرنزدیکشود(باانتخاب
xهایمثبتوبزرگ)ازطرفدیگرتابعfدربازه[1,3]هم

 f ( ) = 1
3

3
دارایماکسیمموهمدارایمینیمماست،مقدارماکسیممتابعf(1)=1ومقدارمینیممتابع

ودراینبازهمقدارماکسیممندارد(چرا؟) f ( ) = 1
3

3
استوامّاتابعfدربازه[1,3)،مقدارمینیممآن

درشکل3ــ24نمودارهایتوابعfوgرادرنظربگیرید.

x

y

1

1

2 30

1
21

3

یت
عال

ف

x

y

1 2 30x

y

1 2 30

f نمودارg نمودار

شکل ٣ــ٢٣

شکل ٣ــ٢٤
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یت
عال

الف)پیوستگیتوابعfوgرادربازه[1,3]بررسینمایید.ف
ب)آیاتوابعfوgدربازه[1,3]دارایمقدارماکسیممومقدارمینیممهستندواگر

جوابمثبتاستآنمقادیررامشخصکنید.

درهربازهبستهنظیربازه[1,3]کهپیوسته f (x) ( )
x

= 1 درمثالبالادیدیمکهتابعfباضابطه
استدارایمقدارماکسیممومقدارمینیمماست.

همچنیندراینفعالیتتابعfدربازهبسته[1,3]پیوستهاست.وتابعدراینبازهدارایمقدار
مینیمموهمچنیندارایمقدارماکسیمماست.واماتابعgدربازه[1,3]ناپیوستهاست(چرا؟)ودر

اینبازهمقدارماکسیممنداردولیمقدارمینیممدارد.
دیدیمکهبرخیتابعهامقداراکسترممدارندوبرخیندارند.اکنونمیخواهیمبهاینسؤالپاسخ
دهیمکهتحتچهشرایطیمیتوانیمتضمینکنیمتابعهمدارایماکسیمموهمدارایمینیمماست.
درقضیهٔزیرشرطهاییراآوردهایمکهبهاعتبارآنهاتابعهممقدارماکسیمموهممقدارمینیممدارد.
� ١ـ قضیه ١ )مقدار اکسترمم مطلق(:اگرتابعfدربازهبستهٔ[a,b]پیوستهباشد،آن

وقتدراینبازههممقدارماکسیمممطلقوهممقدارمینیمممطلقدارد.
ـ25رادرنظربگیریدوبهپرسشهایزیرجواب برایدرکبهترقضیهمقداراکسترمم،شکل3ـ

دهید.
بودن مثبت مینیممدارد؟درصورت نقاطی بسته[3,3-]درچه بازه fدر پیوسته تابع الف)

جواب،مقدارمینیممتابعرابهدستآورید.
نقاطیماکسیممدارد؟درصورتمثبتبودن بازهبسته[3,3-]درچه تابعپیوستهfدر ب)

جواب،مقدارماکسیممتابعرابهدستآورید.

f نمودار

 ـ ٢5 شکل ٣ـ
−1−2−3 x

y

1 2 3

3

0
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� پرسش :آیاشرایطقضیهمقداراکسترممدرنمودارهایشکل3ــ26برقراراست(چرا؟)

x

y

10

 ]0,٢[ بسته  بازه  که  دامنه اش  در  تابع  این  الف( 
است پیوسته نیست و مقدار ماکسیمم ندارد ولی 

f )مقدار مینیمم دارد که برابر ١- = )٢

باز  بازه  که  اش  دامنه  در  تابع  این  ب( 
)0,١( است پیوسته است ونه ماکسیمم 

دارد و نه مینیمم

� پرسش : میخواهیمبدانیمدرچهنقاطیمقادیراکسترممرخمیدهند؟معمولاًمقادیراکسترمم
یکتابعرادربازهایمانندIازدامنهٔآنجستجومیکنیمالبتهممکناستبازهIشاملنقاطانتهایی

خودباشدونباشد.
براینمونهبازهI=[a,b]شاملهردونقطهٔانتهاییخوداست.وبازه(I=[a,bفقطشامل
نقطهانتهاییچپخودمیباشدوبازهI=(a,b)شاملنقطهانتهاییخودنیست.درسهحالتزیر

مقادیراکسترممتابعرابررسیمیکنیم.
حالت اوّل:وقتیکهمقادیراکسترممرادرنقاطانتهاییبازهداشتهباشیم.(شکل3ــ27)

x

min

b

y

a

max

0

شکل ٣ــ٢6

شکل ٣ــ٢7

−1

x

y

1 2 30
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حالت دوم: وقتیکهمقادیراکسترممرادرنقاط
مقدارمشتقصفر نقاط آن در و باشیم داشته بازه درون

ـ28) است.(شکل3ـ

حالت سوم: وقتیکهمقادیراکسترممرادرنقاط
درونبازهداشتهباشیمودرآننقاطتابعمشتقپذیرنباشد.
در و است بازگشتی c1 نقطهٔ در تابع که 3ــ29) (شکل

نقطهc2ٔپرشیوناپیوستهاست.

درسهحالتبالانقاطیرامطرحکردیمکهنقاطکلیدیقضیهمقدار اکسترممهستند.
داشت اکسترمم مقدار تابع که بالا وسوم دوم های ازحالت یک هر در f دامنه از نقطهای

»نقطه بحرانی«تابعfمینامیم.

f′(c)=0مینامیم،هرگاهfرانقطه بحرانیتابعc∈Dfتعریف ٢   : نقطهٔدرونی
ویاf′(c)موجودنباشد.

]بیابید. , ]−1
2

2
�  مثال :نقاطبحرانیتابعfباضابطهf(x)=-2x3+3x2رادربازه

مشتقپذیراستوf′(x)=-6x2+6xکهبهازای ( , )−1
2

2
حل :تابعfبهازایهرxازبازهٔباز

نقطهایوجودنداردکهتابعfمشتقنداشته ( , )−1
2

2
x=0وx=1داریمf′(0)=0وf′(1)=0ودربازه
باشد.بنابراینتابعfدرنقاط1و0بحرانیاست.

شکل ٣ــ٢8

شکل ٣ــ٢9
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