
سنگ نوشته های گنج نامه )همدان( نوشتارهایی از دوران 
هخامنشی بر دل صخره های الوند )قدمت حدوداً 2500 سال( 

تابع نمایی و ویژگی های آن

تابع لگاریتمی و ویژگی های آن

نمودارها و کاربردهای توابع نمایی و لگاریتمی

توابع نمایی و لگاریتمیفـصـل 5

باستان شناسان چگونه  که  اندیشیده اید  به حال  تا  آیا 
طول عمر یک اثر باستانی را تخمین می زنند؟

با استفاده از روش سال یابی کربن 14، می توان عمر 
یک اثر باستانی را محاسبه کرد. در این روش، تعیین 

قدمت اثر، با یک تابع لگاریتمی مدل سازی می شود.
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مسابقات جام حذفی فوتبال ایران در فصل 94-93 با شرکت 32  تیم ودر پنج مرحله بازی از یک شانزدهم نهایی تا بازی نهایی به صورت 
زیر برگزار شد. همان طور که می بینید، در هر مرحله تیم برنده به مرحلهٔ بعدی می رود وتیم بازنده حذف می شود؛ به همین دلیل جام حذفی 

فولاد	نوین	نامیده می شود.
	 	 استقلال		

پارسه	تهران	
فولاد

فجرسپاسی		
استقلال	خوزستان

ذوب	آهن		
	پیام	چغادک	بوشهر 	

	 گل	گهر	سیرجان	
	 سپاهان	

نفت	م.سلیمان
نیروی	زمینی
پرسپولیس	

کارگر	بنه	گز	بوشهر	
راه	آهن		

	 پاس	
استقلال	اهواز	

نفت	تهران
شهرداری	اردبیل		

	 صبای	قم	
صنعت	ساری		

ملوان
پیکان		

	 بهمن	شیراز	
پدیده	

خونه	به	خونه	
گسترش	فولاد		

		 شهدای	ارتش	اصفهان
تراکتورسازی	
کارون	اهواز

کیان	بختیاری	شهرکرد	
سایپا

ذوب	آهن
)قهرمان(

ذوب	آهن

نفت	تهران

ذوب	آهن

		 	
پرسپولیس	

		
نفت	تهران

		
پدیده

استقلال

	
ذوب	آهن

	 	
گل	گهر	سیرجان

	
پرسپولیس

	 	
نفت	تهران

	
صنعت	ساری	

پدیده

	
تراکتورسازی

استقلال

پارسه	تهران

استقلال	خوزستان

ذوب	آهن

گل	گهر	سیرجان

نفت	م.سلیمان

پرسپولیس

راه	آهن

نفت	تهران

شهرداری	اردبیل

صنعت	ساری

پیکان

پدیده
	

گسترش	فولاد

تراکتورسازی

سایپا

تابع نمایی و ویژگی های آن

درس اوّل

فعالیت
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 ............................................................................................. 1 در بازی نهایی چند تیم حضور دارند؟
  .............................................................................. ٢ در مرحلهٔ قبل از بازی نهایی چند تیم حضور دارند؟
٣ تعداد تیم ها در هرمرحله با تعداد تیم ها در مرحلهٔ قبل از آن چه ارتباطی دارد؟.................................................... 
٤ چه رابطه ای بین تعداد مراحل و تعداد کل تیم های شرکت کننده در این مسابقات برقرار است؟ .................................. 
٥ باتوجه به الگوی ارائه شده درشکل، اگر تعداد مراحل برابر 6 باشد، تعداد تیم های اولیه چند تاست؟............................ 
 .............................................. 6 اگر تعداد مراحل x و تعداد کل تیم ها y باشد، چه رابطه ای بین x و y برقرار است؟

جدول زیر را کامل و نقاط به دست آمده را در نمودار مشخص کنید. مقادیر به صورت تقریبی نوشته شده است.

٣7
3٢3

211
40− 1

3-1− 3
2-٢−5

2-٤-٣x

....٥/0٢....٤/8٣...1/19...0/790/٥0/٣٥....0/180/1٢....2x

فعالیت

a( را   , 2a  ( نقطهٔ  به دست می آید و   2a برای  a، مقداری  برای هر عدد گویای  دیدیم که 
می توان در دستگاه مختصات نشان داد. این موضوع برای اعداد گنگ نیز برقرار است، 
 )b , 2b (  2 خواهیم داشت و مختصاتb نیز مقداری برای b یعنی برای هر عدد گنگ مانند
نیز نقطه ای را در دستگاه مختصات نمایش می دهد. اگر برای تمام اعداد حقیقی r، مقادیر 
2r را به دست آوریم و نقاط  ) r , 2r( را در دستگاه مختصات مشخص کنیم، نمودار مقابل 

به دست خواهد آمد.
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1 جدول های زیر را تکمیل کنید. )مقادیر به صورت تقریبی نوشته شده است.(

5
2٢3

211
20−1

2-1− 3
2....−5

2x

6/٢/٢٥....٢٥10/٢٥00/٢٥1٢/٢٥٤6/٢٥y  = x٢

5
2٢3

2
11

20−1
2-1− 3

2-2-٣x

٥/66....٢/8٣٢........0/710/٥0/٣٥....0/1٢y  =٢x

کار در کلاس

٢ حال، این دو نمودار را در یک دستگاه مختصات رسم می کنیم. در چند نقطه مقادیر 2xوx2 با هم مساوی اند؟  
٣ درx2،  متغیر در.................و عدد ثابت در.................است؛ ولی در2x،................ در توان و.................درپایه است.

 توان های حقیقی

 را تعریف کردیم و ویژگی های مقدماتی آن را 
m
na ، مقدار  m

n
در کتاب سال دهم، به ازای هر عدد حقیقی مثبت a  ≠1( a( و عدد گویای 

به دست آوردیم. این قوانین برای توان های حقیقی نیز برقرار است؛ یعنی اگر a و b دو عدد حقیقی مثبت و مخالف 1 و x و y دو عدد 
حقیقی باشند، داریم: 

x )ب                          a0=1 )الف
x

a
a

− = 1 ax   (y     = a x  y( )ت                     ax.ay    =  a x   +y )پ                     

) )ج              ab(x     =ax.bx( )ث (
x

x
x

a a
b b

=  )چ                  
x

x y
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درشکل مقابل نمودار تابع نمایی با ضابطهٔ  
٢x= y رسم شده است.

فعالیت

............................. 1 محل تقاطع این نمودار با محور عرض ها چه نقطه ای است؟
٢ دامنه و برد این تابع را به صورت بازه بنویسید.

.................................................................................................

٣ آیا این تابع یک به یک است؟ چرا؟.........................................................
22 را به صورت  2 را روی محور x ها مشخص کنید و به کمک نمودار، مقدار  ٤ عدد 
.......................................................................... تقریبی به دست آورید.

 a ها مشخص شده است. با استفاده از نمودار، مقدار تقریبی عدد y 7 روی محور
2

٥ عدد 
................................... a7

2
2


را روی محور طول ها به دست آورید؛ به طوری که 
6 اعداد زیر را از کوچک به بزرگ مرتب کنید.

٢-1       ,       ٢-0/٢       ,       ٢٥       ,       ٤0/٣       ,       
5

22        ,       
3

22        ,         52

...............................................................................................

7 درحالت کلی اگر x   <y، چه رابطه ای بین ٢x و٢y برقرار است؟ ..........................

a∋ وa  ≠1   , a   <0 یک تابع نمایی نامیده  هر تابع با ضابطهٔ f    )x( =ax که در آن 
می شود.

خواندنی
به  دقیقه   ٢0 فاصلهٔ  در  باکتری ها  بیشتر 
به  قادر  و  می رسند  خود  رشد  حداکثر 
محیطی  شرایط  در  می شوند.  تولیدمثل 
تکثیر  زیادی  سرعت  با  باکتری  مساعد، 
 ٢0 از  بعد  باکتری  یک  مثلاً  می شود. 
 ٢0 می شود.  تبدیل  باکتری  دو  به  دقیقه 
دقیقه بعد، از آن دو باکتری، چهار باکتری 
تعداد  ترتیب  همین  به  و  می آید  به وجود 
 ،1٢8  ،6٤  ،٣٢  ،16  ،8 به  باکتری  ها 
تکثیر  روش  این  اگر  می رسد.  و...   ٢٥6
یابد، از یک  ادامه  تا ٢٤ ساعت  باکتری ها 
به وزن ٢000  باکتری  از  باکتری، توده ای 
تن به وجود خواهد آمد! باکتری ها از طریق 
باعث  بدن،  تخریب سلول های  یا  تولید سم 
بیماری می شوند و به بدن آسیب می رسانند.

ی	ها
کتر

د	با
عدا

ت

زمان	)دقیقه(
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= y و  ( (x1
2

	مثال: توابع با ضابطه های y =2x و y =3 x و 
هستند. 
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256

یک	 دقیقه	 	٢٠ هر	 باکتری	ها	
مدت	 در	 و	 می	شوند	 تقسیم	 بار	
باکتری	هزاران	 کوتاهی	از	یک	

باکتری	به	وجود	می	آید.	

باکتری	سل
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نمودار تابع با ضابطهٔ y =3x با استفاده از نقاط جدول زیر رسم شده است. 

y =3xx

 0/11-٢

0/19− 3
2

 0/٣٣-1
10

1/7٣1
2

٣1

1 جدول زیر را کامل کنید و با استفاده از آن نمودار تابع با ضابطهٔ  y =4x را رسم کنید.

y =٤xx

1
4.....

1
2

−1
2

.....0

.....1
2

83
2

 ........................................ ٢ دامنه و برد توابع فوق را باهم مقایسه کنید.

٣ با استفاده از نمودار، درجاهای خالی علامت مناسب قرار دهید.
  32/5 )الف

7
33 74 )ب      

54                                    

٤ اگر x   <y، در جاهای خالی علامت مناسب قرار دهید.
4x  4y )ب                                          3x     3y )الف

خواندنی
 x   

y دکمه  حساب ها  ماشین  اغلب  در 
آن  از  استفاده  با  که  دارد  وجود   )yx )یا 
می توانید مقادیر اعداد توان دار را به دست 
ابتدا  برای مثال جهت محاسبهٔ 25،  آورید. 
 x   y دکمهٔ  سپس  می کنید؛  وارد  را   2 عدد 
را  تساوی  دکمهٔ  سپس  و   5 عدد  بعد  و 
می شود.  ظاهر   32 عدد  که  می دهید  فشار 
داخل  را  آن  نبود،  طبیعی  توان،  عدد  اگر 
از  دربرخی  تذکر:  می دهیم.  قرار  پرانتز 
نمادی   ، x   

y دکمهٔ  به جای  حساب ها  ماشین 
^ وجود دارد که همان کار را  به صورت 

انجام می دهد.
از  استفاده  با  را  زیر  مقادیر  تمرین،  برای 
ماشین حساب به دست آورید. )تا یک رقم 

اعشار(

1( 22

2( 82  
3( /012  
4( /−0 52

5( ( (+1 32

→ → → → → → →( )yx /2 2 2 6=

کار در کلاس
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) = y را رسم کنید. (x1
2 1 با استفاده از جدول زیر، نمودار تابع با ضابطهٔ 

٣……10……-٣-٢x

1
8

1
4

……12…………( (xy = 1
2

٢ محل تقاطع نمودار این تابع با محور y   ها چه نقطه ای است؟
 ...................................................................

٣ دامنه و برد این تابع را بنویسید.
 ...................................................................

٤ آیا این تابع یک به یک است؟چرا؟
 ...................................................................

 ...................................................................

٥ با استفاده از نمودار فوق، درجاهای خالی علامت مناسب قرار دهید.

)الف
  

/( (0 51
2  

/( (1 51
2

   
                              

)ب
 
( ( 21
2  

  ( (41
2                                

)پ ( (41
2

( (31
2                                                    

     
 .................................................. وجود دارد؟ 

 
( (x1
2

) و (y1
2  

6 با استفاده از نمودار، اگر x  <y، چه رابطه ای بین

فعالیت

1 2 30

2

3

4

5

6

7

8

-1-4 -1-2-3 4

1

-1

y

x

خواندنی	
می توانید   )GeoGebra( جئوجبرا  نرم افزار  از  استفاده  با 
این  برای  کنید.  رسم  راحتی  به  را  نمایی  توابع  نمودارهای 
کار در نوار دستور، ضابطهٔ تابع را حروف چینی کرده وکلید 
Enter را بزنید. در پنجرهٔ گرافیکی، نمودار مطلوب نمایش 

داده می شود. 
در تصویر مقابل، نمودار تابع با ضابطهٔ y =2x در محیط این 

نرم افزار نمایش داده شده است.
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= y را رسم کنید. ( (x1
3

نمودار تابع با ضابطهٔ 

کار در کلاس

-2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x

کار در کلاس

) را در نظر بگیرید. (= xy
1
2

نمودار توابع با ضابطه های y = 2x و 
 ........................ 1 نمودارهای این دو تابع نسبت به کدام محور مختصات قرینه اند؟

٢ با جایگذاری x - به جای x در تابع با ضابطهٔ y =2x به تابع با ضابطهٔ ..........= y یا همان 
...............= y دست می یابیم.

٣ دامنه و برد این دو تابع چه رابطه ای با هم دارند؟.......................................  
 ..................... ٤ دو تابع نمایی دیگری که نسبت به محور yها قرینه اند، مثال بزنید.
 .............................................................................................
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نمودار توابع با ضابطه های y = ax و a <0( y = a-x و ١≠ a( نسبت به محور yها قرینه اند. 

خواندنی
صورت  به  که  آسم  بیماری  داروی  یک 
است،  موجود  میلی گرمی   100 قرص 
او  اگر  است.  تجویز شده  بیمار  یک  برای 
این قرص را مصرف کند و بدانیم در زمان 
مصرف دارو هیچ میزانی از آن در بدن وی 
می توان  صورت  این  در  نیست،  موجود 
پیش بینی کرد که بعد از گذشت tدقیقه، در 
مجموع از این دارو به میزان A میلی گرم، 
در جریان خون او وجود خواهد داشت که 

از رابطهٔ زیر به دست می آید:

( / (tA  = − 100 1 0 9

سرو	کهن	ابرکوه	)یزد(	با	عمر	تقریبی	٤٠٠٠	سال
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با توجه به مطالبی که در این درس آموخته اید، جملات زیر را تکمیل کنید. 
1 دامنهٔ تابع با ضابطهٔ  a <1 ( y =a x )  مجموعهٔ اعداد حقیقی و برد آن ........... است. 

٢ دامنهٔ تابع با ضابطهٔ a <1 ( y =a x >0)  ........... و برد آن بازهٔ )∞+ , 0)  است.
٣ نمودار توابع فوق محور yها را درنقطهٔ ........... قطع می کند و محور xها را در هیچ نقطه ای قطع نمی کند.

٤ این دو تابع، یک به یک ........... زیرا خطوط موازی محور xها، نمودار آنها را حداکثر در ...........نقطه قطع می کند.
نمودار توابع نمایی در حالت کلی مشابه نمودارهای زیر است. 

فعالیت

  معادلات نمایی

=  32x -3  =  81 → 32x   -3=34 → 2x   -3   =4 →x )الف
 
7
2

مثال: معادله های نمایی مقابل را حل کنید.                                                   

22( 2x  -1= (23( x  +1 → 4x  -2  = 3x  +3 → x = 5( → 42x    -1  = 8 x  +1 )ب

− = 53n  -1 =1252n  +1 → 53n  -1 = 56n  +3 → 3n -1=6n  +3 → n )پ 4
3

معادله ای را که در آن متغیر در توان قرار گرفته باشد، معادلهٔ نمایی می نامند.
برای حل معادلات نمایی از خاصیت یک به یک بودن تابع نمایی استفاده می کنیم. 

اگر a یک عدد حقیقی مثبت مخالف 1 باشد و داشته باشیم a x  =a y آنگاه x =y و 
برعکس.

-2 -1 0 21

1

= >xy a (a )1

y

x
-2 -1 0 1

1

2

y

x

0 1= < <xy a ( a )
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تمرین

1 کدام یک از ضابطه های زیر مربوط به یک تابع نمایی است؟ 
٣x  +1-٢x٢= y )الف y  =x٣ )ب  y = (0/1(x )پ   

) )ت (xy = 3
2 ٢= ٣x- y )ث  y )ج  x= −1  

2  کدام یک از نقاط زیر، روی نمودار تابع با ضابطهٔ y  =3 x قرار دارند؟
)1,0( )الف )٣,1( )ب  )0,1( )پ  ( )ت  3 , 1

3
( )1,٣( )ث  1 ,1-( )ج 

3
(

3  کدام گزاره صحیح است؟ 
( روی نمودار تابع با ضابطهٔ y = 5x قرار دارد. 1

2
,  5 الف(  نقطهٔ  )

ب( محل تقاطع نمودار تابع با ضابطهٔ y = 10x با محور yها، نقطهٔ  )0,10( است.
پ( دامنهٔ توابع با ضابطه های y = 2x وy = x2 مساوی اند.

ت( محل تقاطع نمودار تابع با ضابطهٔ y  = 6x با محور xها، نقطهٔ  )6,0( است.

23 را با توجه به نمودار به دست آورید. 4  الف( نمودار تابع با ضابطهٔ y = 3x را رسم کنید و مقدار تقریبی عدد 

) را با توجه به نمودار به دست آورید. ( 51
2

) را رسم کنید و مقدار تقریبی  (= xy
1
2

ب( نمودار تابع با ضابطهٔ 

) و h  (x( = 10x، مقادیر زیر را به دست آورید. ( ( (= xg x
1

16
 , f   (x( = 3x 5  فرض کنیم

)f     (3 )الف )g   (-1 )ب  )h  (-2 )پ   

6  معادلات نمایی زیر را حل کنید.
= ٢-  ٣n ٢ )الف

 2
1

32
٢7 y  +1 = ٣-  ٣y 9 )ب  = ٢+  ٣x ٤ )پ 

 3
1

64   
 ٣x =   9x  )ت

٤-٢x ) )ث  (x+ =13 25
5 9

  

خواندنی
جمعیت جهان در طول قرن گذشته به سرعت رشد کرده است. در نتیجه تقاضای افزاینده ای برای 
منابع جهان ایجاد شده است. در بیشتر مواقع، از توابع و معادلات نمایی برای مدل سازی رشدهای 
سریع استفاده می شود. جمعیت جهان که با  P نشان داده می شود، در سال 1960 برابر با 3 میلیارد 
رابطه  با  می توان  را  این رشد جمعیت  است.  بوده  نفر  میلیارد  با 6/7  برابر  در سال 2008  و  نفر 
x نشان دهنده سال است، نمایش داد. به کمک این  ) که در آن  ) ( )/ xP x −= 19603 1 017

رابطه می توان سالی را که در آن جمعیت جهان برابر 8 میلیارد نفر خواهد شد ، تخمین زد.



درس دوم    تابع لگاریتمی و ویژگی های آن

10٥

بسیاری از اندازه گیری ها در علوم مختلف، طیف وسیعی از اعداد را در برمی گیرد که برای 
سادگی محاسبات، می توان آنها را توان هایی از یک عدد خاص در نظر گرفت و اندازه های 
بسیار بزرگ را در ابعاد بسیار کوچک تری نشان داد یا اندازه های بسیار کوچک را در ابعاد 
مناسب نمایش داد. کاربرد این ساده سازی محاسبات در علوم مختلف مانند فیزیک، شیمی، 

زیست شناسی، زمین شناسی، جمعیت شناسی، مهندسی و... مشهود است.

در درس اول با تابع نمایی با ضابطهٔ f   (x( =2x و نمودار آن آشنا شدیم. همان طور که مشاهده 
کردیم، این تابع یک به یک است؛ بنابراین وارون آن نیز یک تابع است. نمودار تابع f و وارون 

آن، تابع f  -1 در دستگاه مختصات زیر رسم شده است که نسبت به خط y = x قرینه اند.

خواندنی
از   1614 سال  در  لگاریتم گیری  روش 
سوی جان نپر )1617ــ1550(، ریاضی دان 
با عنوان »توصیفی بر  اسکاتلندی در کتابی 

قانون شگفت انگیز لگاریتم« ارائه شد.

  تابع لگاریتمی

فعالیت

تابع لگاریتمی و ویژگی های آن

درس دوم

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

f

A

B

x

y

C

D

E
F

y=x
f

f

( , )3 8

(  , )8  3

( , )2 4

( , )4 2

( , )1 2

( , )2 1

( , )0 1

( , )1 0

( , )−
1

1

−1

2( , )−
1

2
4

( , )−
1

2
4

( , )−
1

1
2

F ′

E ′

D′

C ′

B′

A′

صوت  شدت  به نام  مفهومی  فیزیک،  در 
بلندى  از  را  انسان  درک  که  دارد  وجود 
صوت بیان مى کند. تراز شدت یک صوت 
عبارت است از لگاریتم )در پایهٔ ده( نسبت 
شدت آن صوت به شدت صوت مبنا. تراز 
شدت صوت را با β نشان مى دهند و یکاى 
امریکایى  فیزیک دان  بل  افتخار  به  را  آن 
 )dB( دسى بل  و   )B( بل  تلفن،  مخترع 
نام گذارى کرده اند. هر بل برابر ده دسى بل 
برابر  که  مبناست  صوت  شدت   I0( است. 

آستانهٔ شنوایی گوش سالم است.(
logI Iβ =

0

تراز	شدت	صدا
dB	صوت

0شدت صوت مبنا
10نفس کشیدن

٢0برگ درختان در نسیم
٤0صحبت کردن از فاصلهٔ یک متری

60همهمه در فروشگاه
سر و صدای خودروها در 

70خیابان شلوغ

آستانهٔ دردناکی 
)1000 Hz 1٢0)برای بسامد

1٣0مسلسل
غرش هواپیمای جت در 

1٤0حین بلند شدن

170راکت فضایی، در موقع بلند شدن
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1 دامنه و برد دو تابع f و f    -1 در نمودار قبل را به دست آورید.
  ............................................................................................

٢ با توجه به نقاط f و f     -1 در نمودار، جدول زیر را تکمیل کنید.

      f )-2( = 1__
4

 f )-1( = .........   f )0( = .........  f )2( = .........

f -1 ) 1__
4 ( = ......  f  -1 ) 1__

2 ( = ......  f -1 )1( = ......  f    -1 )4( = .......

نمودار تابع با ضابطهٔ f   )x( = 3 x در دستگاه مختصات زیر رسم شده است.
1 با توجه به نقاط نمودار f، نمودار f  -1 را رسم کنید.

2 با توجه به نقاط f و f    -1 در نمودار قبل، جاهای خالی را تکمیل کنید.

 f )-2( = 1__
9

f )0( = ....... f )1( = .......   f ).....( = 9

f -1 ) 1__
9 ( = .......  f  -1 )1( = ....... f -1 ).....( = 1 f   -1 )9( = .......

............................................................................................ 3 دامنه و برد دو تابع f و f    -1 را به دست آورید.
با توجه به مطالب فوق، وارون تابع با ضابطهٔ x( = 3 x(  f را به صورت  log 3   x = )f      -1)x نشان می دهیم و آن را لگاریتمِ x در مبنای 3 می نامیم. 

به عبارت دیگر توابع نمایی و لگاریتمی وارون یکدیگرند. 
4 با توجه به نمودار توابع نمایی و لگاریتمی، دامنه و برد آنها را به طور کلی بنویسید......................................................

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

8 9

f

y

x

A

C

D

B

( , )2 9

( , )1 3

y   x

( , )− 1
1

3

( , )0 1

=

فعالیت
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دو  به  دو  که  است  رسم شده  تابع  نمودار شش  مقابل،  در شکل 
وارون یکدیگرند. برای توابعی که ضابطهٔ آنها نوشته شده، ضابطهٔ 
وارون آنها را روی نمودار مربوطه بنویسید و دامنه و برد هر تابع 

را مشخص کنید.

کار در کلاس

وارون تابع نمایی با ضابطهٔ x( = ax( f را به صورت log a   x = )f      -1)x نشان می دهیم 
و آن را لگاریتم x در مبنای a می نامیم. به عبارت دیگر برای هر عدد حقیقی مثبت 

a  ≠1(  a( داریم:
( ( ( ( logx

af x a f x x−= ⇔ =1

کار در کلاس

logy را در نظر بگیرید. اعداد زیر بین کدام اعداد صحیح قرار دارند؟ x= 1
2

نمودار تابع با ضابطهٔٔ 

log1 )الف
2

3  ........................

...................... )log0/5 (1/5 )ب

-2 -1 2 3 4

-2

-1

0

1

1

2

3

y

1
2

x

logy x=

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-4
-2

-1

1

2

3

4

5

6

x3x4

logx
5

y

x
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نمودار چند تابع لگاریتمی در زیر رسم شده است. ضابطهٔ مربوط به هر کدام را بنویسید.

)1(																																																																																)2(																																																																																																					)٣(																																												
........................................												........................................														...............................................				

با توجه به مطالبی که تا به حال خوانده اید، جملات زیر را تکمیل کنید.
1 دامنهٔ تابع با ضابطهٔ  a   <1(y = loga  x(،مجموعهٔ اعداد حقیقی مثبت و برد آن .............. است.

2 دامنهٔ تابع با ضابطهٔ  a   <1(y = loga  x >0(، بازه .............. و برد آن .............. است.
3 نمودار توابع فوق، محور xها را در نقطهٔ .............. قطع می کند و محور yها را قطع نمی کند.

4 این دو تابع، یک به یک .............. زیرا خطوط موازی محور xها، نمودار آنها را حداکثر در .............. نقطه قطع می کند.
5 وارون تابع نمایی، تابع .............. است و وارون تابع لگاریتمی، تابع .............. است.

فعالیت

-1 2 3 4
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1
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1
2
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-2 -1 0 2 3 4

-2

-1

1

1

2

3

1
3

y

x
-2 -1 2 3 4
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0

1
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3

y

x
1
3

-1 0 2 3

-2

-1

1

1

2

3

4 5

1
5

y

x

)4(																																																																																)5(																																																																																										)6(																																					
.............................................												.........................................															........................................			

اگر a عدد حقیقی مثبت  )a ≠1( باشد، داریم: a0=1، بنابراین همواره:
 loga1 = 0
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نمودار تابع لگاریتمی در حالت کلی، مشابه نمودارهای زیر است.

 لگاریتم یک عدد

فعالیت

نمودار تابع با ضابطهٔ  x( = 2x(   f و  log2x = )f    -1)x را در نظر بگیرید.

-1 2 3 4

-2

-1

0 1-2

1

2

( )a< <0 1

y

x

logay x=-2 -1 2 3 4

-1

0

1

1

2

( )a >1

y

x

logay x=

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
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f
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f

f

( , )3 8

(  , )8  3

( , )2 4

( , )4 2

( , )1 2

( , )2 1

( , )0 1

( , )1 0
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1
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1

2
4

( , )−
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با توجه به نقاط این دو نمودار، جدول زیر را تکمیل کنید.

…………٢…………٤=٢٢0=1− =1 1
2

2
− =2 1

2
4

نمایی

log ٢   8=………………log٢٢= 1…………log =2
1
2

…… 
log = −2

1
2

4
لگاریتمی

)x < 0 , a ≠1 , a < 0( .و به عکس loga x = y آن گاه a   y = x به طور کلی اگر

جدول زیر را مانند نمونه تکمیل کنید. 
کار در کلاس

 loga
bb c c a= ⇔ =              )c < 0 , b < 0 , b ≠1(

log81= 0 → 80 = 110٣ =1000    → log101000 =3

log ( ( = −2
1

4
16

→ ٤-٢=.......=
1
29 3  → log93 = .......

log5125 = 3 → 53 = ......43 = 64 → log 4 64  = ......

log = −1
3

27 3  → ....... = .......٣٢= ٢٥    → ....... = ......

log =1
5

125 …… → ……= ……٣-٢=……→ …… =   ……

log =1
2

16 …… → …… = ……٤-٣=……→ …… = ……

ند(
ماو

	)د
تار

چه	
ریا

د
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 تذکر

لگاریتم در مبنای 10 را لگاریتم اعشاری می نامیم. در این حالت معمولاً مبنا نوشته نمی شود، 
.log a می نویسیم log 10a  یعنی به جای

 ویژگی های لگاریتم

1 اگر a عدد حقیقی مثبت  )a  ≠1( باشد، همواره داریم:

 loga1 = 0    و    loga a = 1    و    log ( (a a
 = −1

1

2 برای اعداد حقیقی و مثبت a و b و c ≠ 1(  c( داریم:
log cab = log ca + log cb

اثبات: فرض کنیم m = log c   a و n = log c   b، پس طبق تعریف ……=  a و ……=  b، از 
این رو …… =  ab  =cm.cn بنابراین طبق تعریف لگاریتم داریم: …… = log c   ab و در نتیجه:
logc  ab = logc  a + logc  b  

، مقدار log6 را حساب کنید. log /3 0 48 log و  /2 0 3 مثال: فرض کنید 
log 6 = log  (3 * 2( = log 3 + log 2   0/48   +0/3=0/78

3 اگر a و b اعدادی حقیقی و مثبت و a ≠ 1 و n یک عدد طبیعی باشد، داریم:

log logn
a ab n b=

اثبات:
بار

بار



log log log log log
n

n
a a a a a

n

b b b b b n b= = + + =


4 برای اعداد حقیقی و مثبت a و b و c ≠ 1(  c( داریم:
log ( ( log logc c c

a
a b

b
= −

a . بنابراین: d
b

= اثبات: فرض می کنیم 
a   = b d → logc   a = logc   b + logc  d → logc  d = logc  a - ………

log logc c
a

b
b

= −

، مقدار log   5 را محاسبه کنید. log /2 0 3 مثال: اگر 
log log log log log / /= = − = − − =10

5 10 2 1 2 1 0 3 0 7
2



خواندنی
ابداعات  مهم ترین  از  یکی  لگاریتم  ابداع 
کردن  ساده  در  آن  کاربرد  و  است  ریاضی 
محاسبات است. با لگاریتم، عمل ضرب به 
جمع و عمل تقسیم به تفریق تبدیل می شود.

فعالیت

…….…

خواندنی
هوای  فشار  ارتفاع،  افزایش  با  همزمان 
رابطه  می یابد.  کاهش  زمین(  اتمسفر)جو 
به صورت  ارتفاع  براساس  فشار  محاسبه 
که   ، ست ا ( )logpa = − 1015500 5

در آن  a ارتفاع برحسب متر و p نیز فشار 
برحسب پاسکال است. فشار هوا را در بالای 
قلهٔ دماوند به ارتفاع 5610 متر محاسبه کنید.

…. ….
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کار در کلاس

log 3 ، مقادیر تقریبی اعداد زیر را به دست آورید. log 2  و 0/48  اگر 0/3 

1( log12  = log  (3*4(=log3+ log22=log3+  2log2  0/48 + 0/6=1/08

2( log0/75 = …........……....…                     3( log =5  …........………

4( log =25

18
 
….............………                       5( log =3 6  

…........………

6( log =
4

27

5
 …........…..……

 معادلات لگاریتمی

یکی از مهم ترین کاربردهای لگاریتم، حل معادلات لگاریتمی است که معمولاً از مدل سازی 
ضعیف ترین  کردن  مشخص  زلزله،  شدت  محاسبهٔ  مانند  می آید.  به دست  واقعی  مسئلهٔ  یک 
صدای قابل شنیدن یا آستانه شنوایی، پیش بینی تعداد جمعیت یک جامعه پس از زمان مشخص 

و محاسبهٔ نیمه عمر عناصر رادیواکتیو. معادلات زیر نمونه هایی از معادلات لگاریتمی اند:
log4x   +1 = 3   ,   log3x = log37   ,   log 5x  +  log5)x   -1( = log512
منظور از حل معادلهٔ لگاریتمی، پیدا کردن مقادیری برای مجهول است که در معادله صدق کند. 

خواندنی
دربارهٔ  فرانسوی  بزرگ  دانشمند  لاپلاس 

لگاریتم گفته است:
به  که  ستایش  قابل  است  ابزاری  »لگاریتم 
به چند روز کاهش  ماه  کار چند  آن  کمک 
برابر  دو  را  اخترشناسان  عمر  می یابد، 
و  می گذرد  کوچک  از خطاهای  و  می کند 
ریاضی  نشدنی  جدا  و  طولانی  عبارات  از 

بیزار است«.

معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.
1  log x x= → = =2

3 2 3 9

2  log ( ( log ( (x x x x x+ = − → + = − → =5 56 2 3 6 2 3 9

که x = 9 برای هر دو لگاریتم قابل قبول است.

3  [ ]log ( ( log ( ( log ( (( (x x x x+ + + = → + + =5 5 56 2 1 6 2 1

→  (x + 6( (x   +2( = 5 → x2+8 x  +12 = 5
→ x2+8 x   +7 = 0 →  (x   +7( (x   +1( = 0 → x   = -7   یا   x = -1
توجه کنید که x = -7 قابل قبول نیست؛ از این رو تنها جواب x = -1 قابل قبول است که در 

معادلهٔ اصلی صدق می کند.

فعالیت

به طور کلی اگر a یک عدد حقیقی مثبت  )a  ≠1(، باشد آن گاه با توجه به یک به یک بودن 
می توان نتیجه گرفت x  =y و  log loga ax y=   (x, y   <0( تابع لگاریتمی، از تساوی

.loga  x  = loga y آن گاه )x , y   <0( x =y به عکس، اگر

خواندنی
شوری آب اقیانوس ها با عرض جغرافیایی 
)فاصله از خط استوا( و عمق اقیانوس تغییر 
شوری  میزان  استوایی  مناطق  در  می کند. 
آب در سطح اقیانوس ها به دلیل تبخیر سریع 
آب، بیشتر است. هرچه به قطب نزدیک تر 
می شویم، کاهش تبخیر و بارش باران باعث 
می شود شوری سطح آب کاهش یابد. تابع 

مربوطه عبارت است از:
( ( / / log ( (S x x= + +31 5 1 1 1

که در این رابطه x نشان دهندهٔ عمق به متر و 
)S  )x نشان دهندهٔ مقدار گرم نمک موجود 

در هرکیلوگرم آب اقیانوس است.

زیاد				شوری			کم					



درس دوم    تابع لگاریتمی و ویژگی های آن

11٣

کار در کلاس

معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.

1  log5 x  = 3…........…....................................................................……

٢  log2 (2x  +1( = 3…........…...............................................................……

3  log2 (x   +1(+log2 (x   +4( = 2….....................................................................

4   log3243 = 2x +1…...................................................................…….…

5  log3 (x    -1( = 4…...................................................................…….....…

6  log  (2x(-log  (x   -3( = 1…................................................................…...

7  2log4 (x - 1( = 3…................................................................…..........

4  log ( ( logx + =4 42 8  →  x  +2=8   →   x   =...
5  log log logx x= − → =3

2 2 23 27 ............. → .............

6  log ( ( log( ( log x
x x

x
++ − − = → = →−

1
1 3 3 3

3
 .................

تمرین

1 تساوی های زیر را ثابت کنید.

log )الف log log logc c c cabd a b d= + +    (c ≠1 اعدادحقیقی مثبت اند و d و c و b و a(

loglog )ب
log

c
b

c

a
a

b
=      (b و c ≠1 اعدادحقیقی مثبت اند و c و b و a(

logaba )پ b=      (a ≠1 اعدادحقیقی مثبت اند و b و a(

logba  ×  logab = 1 )ت
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٢ حاصل عبارات زیر را به دست آورید.

log )الف 5
7 49 log )ب           

1
2

3 27 log103 )ت            log 5125- )پ             1000

) ، مقدار  )f    (42 را به دست آورید. ( log ( (x
f x = − −43 2 5

2
٣ اگر 

٤ الف( اگر نمودار تابع با ضابطهٔ  loga x = )f   (x از نقطهٔ  )2 ,2( عبور کند، مقدار a را به دست آورید.

( عبور کند، مقدار a چند است؟ 1__
2 ب( اگر نمودار تابع با ضابطهٔ  loga  x = )f   (x از نقطهٔ  )4- , 

logy را رسم کنید. x= 1
3

٥ نمودار تابع با ضابطهٔ 

6 کدام یک از گزاره های زیر درست و کدام نادرست است؟

.ax  =y آنگاه ، logay x= الف( اگر 

)a <1 >0)  از نقطهٔ  )0 ,1( عبور می کند. logay x= ب( نمودار تابع با ضابطهٔ 

پ( لگاریتم اعداد منفی تعریف نمی شود.

7 معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.

log3 (p )الف
2 - 2( = log3 p                      ب( log 5 (x + 1( + log 5 (x -1( = 1

log )ت                  3log 4   a   -log4 5 = log425 )پ ( (x − = −2
1

10

21 2
 

تخت	جمشید	)فارس(
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 نمودارهای توابع نمایی و لگاریتمی

در درس اول و دوم با نمودار توابع نمایی و لگاریتمی آشنا شدیم. نمودار این توابع را می توان با استفاده از قوانینی که قبلاً فرا گرفته ایم، 
انتقال دهیم.

با توجه به آنچه که در مبحث انتقال توابع گفته شد، فعالیت زیر را انجام دهید.

نمودارها و کاربردهای توابع نمایی و لگاریتمی

درس سوم

فعالیت

نمودار هر تابع را به ضابطهٔ آن نظیر کنید.

) )پ                  x( = 2+ log  3 x( l )ب                 x( = -log2  x(   k )الف ( ( (= − xh x
1
2

																								)x( = 3  )x    -1( j )ث               )x( = log  3   )x  -1( g)ت 	 x( = 2x+1( f	)ج							

-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4-3-4

-2

-3

-4

y

x
-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4

-2

-3

-4

y

x
-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4-3-4

-2

-3

-4

y

x

-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4-3-4

-2

y

x
-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4

-2

y

x
-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4-3-4

-2

y

x

                           )1(                                                                )٣(                                                                )٢(

                           )4(                                                                )5(                                                                )6(

-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4-3-4

-2

-3

-4

y

x
-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4

-2

-3

-4

y

x
-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4-3-4

-2

-3

-4

y

x

-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4-3-4

-2

y

x
-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4

-2

y

x
-2 -1 2 3

-1

0

1

1

2

3

4

4-3-4

-2

y

x

درس سوم  نمودارها و کاربردهای توابع نمایی و لگاریتمی



فصل ٥    توابع نمایی و لگاریتمی

116

کدام یک از ضابطه ها به کدام یک از نمودارها تعلق دارند؟
1( y = log3      (x - 1(                     2( y = 3x+1  

                              
3( y =1-3x  

 4( y = log3     x - 1                            5(  y = 1 - log3     x                6( y = 3)x   -2(

کار در کلاس

																																)پ(																																																																																													)ب(																																																																																								)الف(
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																									)ج(																																																																																														)ث(																																																																																																		)ت(

کار در کلاس

آنها رسم شده است.  یافته های  انتقال  تابع لگاریتمی و  نمایی و یک  تابع  در شکل های زیر، نمودار یک 
ضابطهٔ توابع انتقال یافته را بنویسید.
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 کاربرد توابع نمایی و لگاریتمی

تابع	نمایی:
در حالت کلی یک تابع به صورت a   ≠1,   a   <0( h   (x(=ka  x)  رفتار نمایی دارد که در بسیاری از مسائل اقتصادی، طبیعی و مهندسی و… 

ظاهر می شود.
که  است  باکتری  نوعی   E.coli اختصار  به طور  یا   )Escherichia coli( اشریشیاکلی  مثال: 
عوامل  است.  نمایی  به صورت  آن  تکثیر  و  می کند  زندگی  گوارش  دستگاه  در  طبیعی  به طور 
مختلفی مانند زیاد شدن آن باعث بیماری می شود. نوع خاصی از این بیماری با 100 باکتری 
توده  اندازهٔ هر  تقسیم می شود.  به دو قسمت  نیم ساعت  باکتری در مدت  شروع می شود و هر 

باکتری بعد از t ساعت از رابطهٔ زیر به دست می آید:
p  (t  (  = 100*22t                (0 ≤ t ≤ 16(  

با فرض اینکه هیچ کدام از باکتری ها از بین نروند، تعداد باکتری ها در یک توده پس از 3 ساعت برابر است با: 
p  (3( = 100*26= 6400  

تابع	لگاریتمی:
 M ریشتر، مقیاسی برای اندازه گیری بزرگی زمین لرزه است که میزان انرژی آزاد شده در زلزله را نشان می دهد. اگر بزرگی زلزله ای برابر

در مقیاس ریشتر باشد، انرژی آزاد شدهٔ آن زلزله برابر E در واحد اِرگ )Erg( است که از رابطهٔ زیر به دست می آید:
log E =11/8+1/5M

انرژی یک زلزلهٔ 8 ریشتری تقریباً برابر با انرژی انفجار یک میلیارد تن مادهٔ انفجاری TNT است.
مثال: روز پنجم دی ماه 1382 زلزله ای به شدت 6/6 ریشتر، شهر بم و مناطق اطراف آن را در شرق استان کرمان لرزاند. مقدار انرژی 

آزاد شده در این زلزله چقدر بوده است؟
log E = 11/8 +1/5M →
log E = 11/8 +1/5  (6/6(

→log E = 21/7  →  E = 1021/7 Erg

منجیل  ــ  رودبار   1369 سال  خرداد   31 زلزلهٔ 
بامداد  دقیقهٔ  در ساعت سی  ریشتر   7/٤ بزرگی  به 
را  زلزله  این  در  شده  آزاد  انرژی  مقدار  داد.  رخ 

محاسبه کنید.

کار در کلاس

توده	باکتری	اشریشیاکلی
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٢ فرض می کنیم g   (x) =4x+2. الف(  )g  (-1 را به دست آورید. ب( اگر g   (x) =66، مقدار x چقدر است؟

٣ نمودار تابع با ضابطهٔ y = 4x-1 را در بازهٔ ]2و2-[ رسم کنید.

٤ نمودار توابع با ضابطه های زیر را رسم کنید.
 (ب                         y = -2x +1 (الف

 
y = - log2     (x - 1)

 (ت                                  |y = 2|x (پ
 
y = |x|__

x  logx 

تمرین

1 در دستگاه مختصات روبه رو نمودار تابع با ضابطهٔ y  =a  +2(x  -b ) رسم شده است. 
a و b را به دست آورید.
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