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         سخنی با معلم

کتاب حاضر با کتاب پيشين از لحاظ روش های آموزشی تفاوت های مهمی دارد. روش آموزش اصلی اين کتاب اصطلاحاً «روش 
حل مسئله» نام دارد. منظور از روش حل مسئله آن است که برای آموزش مفاهيم جديد، مسئله ای طرح کنيد که در حل آن، مفاهيم مورد نظر 
حضور داشته باشند و دانش آموزان غير مستقيم آن مفاهيم را تجربه کنند. سپس با يک نامگذاری و کليت دادن به آن، مفهوم جديد رسماً 

ارائه می شود.
به همين خاطر در اين کتاب علامت «حل يک مسئله» بسيار رخ  می دهد که در اکثر آن ها هدف، آموزش يک مفهوم جديد است. در 

اين گونه موارد معمولاً يک فعاليت به همراه حل يک مسئله وجود دارد که انجام آن فعاليت چگونگی حل آن مسئله را روشن می سازد.
در کتاب مسائلی خاص و فعاليت های خاصی برای آموزش مفاهيم ارائه شده است، اما شما می توانيد با توجه به تجربيات خود و 
دانش آموزانی که با آن ها روبه رو هستيد مسئله ای ديگر يا فعاليتی ديگر طرح کنيد، اما نهايتاً سعی کنيد روش آموزشی کتاب را رعايت کنيد 

و ارزشيابی های مستمر و نهايی خود را با اهداف موضوعی و مهارتی کتاب منطبق سازيد.
از لحاظ موضوعی از حدود موضوعات مطرح شده در کتاب خارج نشويد و سطح پيچيدگی مسائلی که مطرح می کنيد بيش تر از 
پيچيدگی های مثال ها و مسائل در کتاب نباشد. مثلاً در کتاب مفهوم تابع و دامنه و برُد و ... مطرح شده است و می توان نسبت به آن ها مسائل 
پيچيده بسياری مطرح کرد، اما هدف اين کتاب پرداختن به اين گونه پيچيدگی ها نيست و لازم است که فقط در همان سطحی مسائل طرح 

شوند که در کتاب به صورت مثال يا مسئله طرح شده است.
هدف اصلی کتاب درک معنادار از مفاهيم رياضی، توانايی به کارگيری رياضی در حل مسائل واقعی، يادگيری استراتژی های حل 
مسئله، توانايی استدلال و مباحثه و موشکافی است. سعی کنيد طرح درس های شما به گونه ای باشد که با طرح يک مسئله، مباحثه ای را در 

ميان دانش آموزان نسبت به آن ايجاد کنيد. مشابه اين مباحثات در کتاب آمده است که می تواند الگويی برای مباحثه در کلاس باشد.
در عمل مباحثه اهداف بسياری برآورده می شود و فوايد بسياری در آن است و روش مباحثه ای در آموزش، روشی است با آثار 

آموزشی و اجتماعی عالی. در اين روش توانايی های زير تقويت می شوند و به کار می افتند.
۱ــ همکاری اجتماعی

۲ــ دقت در بيان خود و روشن ساختن افکار خود
۳ــ سعی در درک ديگران

۴ــ تجزيه و تحليل و موشکافی
۵  ــ برقرار کردن ارتباطات منطقی بين جملات و داده ها

۶  ــ نقادی ديگران و نقدپذير شدن
۷ــ استفاده از تجربه ديگران و اصلاح خود
۸   ــ يافتن نقاط ضعف افکار خود و ديگران

آموزش استراتژی های حل مسئله نيز از اهداف کتاب است که هيچ گاه به طور مستقيم نبايد انجام شود. بلکه بايد دانش آموزان با 
تجربه خود به آن ها دست يابند. بنابراين، با طرح مسائل مناسب و راهنمايی های مناسب، معلمين بايد دانش آموزان را دچار اين تجربه ها کنند 
و هر بار با تکرار آن ها استراتژی های حل مسئله را در درون آن ها ملکه کنند. نمونه هايی از اين آموزش ها در کتاب طراحی شده است که در 

آن ها استفاده از تجربيات گذشته، بررسی مسئله در حالت های ساده، رسم شکل، آموزش داده شده است.



ارتباط با محيط پيرامونی يکی از اصولی است که در نوشتن اين کتاب مورد توجه قرار داشته است. در اکثر موارد مسئله طرح 
شده در دنيای غيررياضی بوده است که ابتدا با توصيف مناسب به يک مسئله رياضی تبديل می شود، سپس در دنيای رياضی حل می شود و 
نهايتاً جواب های به دست آمده بايد در دنيای واقعی تفسير شوند. اين روند و تکرار آن در جاهای ديگر از اهداف مهم اين کتاب است و لازم 
است معلمين در طرح درس های خود به اين گونه مسائل توجه جدی داشته باشند. صرف محاسبات رياضی هرچقدر هم که پيچيده باشد، 
نشان دهنده درک واقعی از رياضی نيست. ديدن رياضی در طبيعت و توانايی به کارگيری رياضی در حل مسائل واقعی، موجب می شود تا 

دانش آموزان درک صحيح تری از رياضی بيابند و نگرش مثبتی نسبت به رياضی پيدا کنند.
توانايی  حد  چه  تا  دانش آموزان  که  بسنجيد  بايد  شما  باشيد.  داشته  توجه  کتاب  اصلی  اهداف  به  دانش آموزان  از  ارزشيابی  در 
مدلسازی، حل مسئله، تفسير جواب و محاسبات را نسبت به موضوعات مختلفی که در کتاب طرح شده است يافته اند. اين ارزشيابی بايد 

کاملاً در سطحی که کتاب به آن پرداخته است صورت بگيريد.
در خاتمه به مديران مدارس و تمام کسانی که در پياده سازی آموزش نقش دارند توصيه می شود که به اين تغييرات در نگرش به رياضی 
و روش های آموزش رياضی اهميت بدهند و معلمين را در پياده سازی هرچه بهتر کتاب ياری دهند. درغير اين صورت نمی توان انتظار يک 

تحول آموزشی در يادگيری رياضی را داشت.



         سخنی با دانش آموز

را  دروسی  فقط  که  شده ايد  متوجه  حتماً  کرده ايد.  مطالعه  رياضی  درباره   و  شده ايد  مدرسه  وارد  که  است  سال   ۱۰ اکنون  شما 
توانسته ايد به خوبی فراگيريد که فعالانه در مورد آن ها تفکر کرده ايد و درباره  آن با ديگران مباحثه کرده ايد و نسبت به آن محاسباتی را انجام 
داده ايد. اين تجربه گران قدری است که درک و يادگيری همواره با شرکت فعالانه خود دانش آموز و تجربه  کردن و تجزيه و تحليل  کردن و 

مباحثه کردن و موشکافی کردن و مرتبط کردن مفاهيم جديد با مفاهيم آشنا صورت می پذيرد.
راه های  و  روش ها  برخی  حفظ کردن  با  که  نکنيد  گمان  است.  شده  پی ريزی  شما  فعالانه  عمل  مبنای  بر  کتاب  اين  آموزشی  روش 
محاسباتی می توانيد اين کتاب را ياد بگيريد. در اين کتاب فعاليت های زيادی طراحی شده است که موجب ايجاد يک تجربه مهم رياضی در 

شما می شود. اگر اين تجربيات را به خوبی انجام دهيد، درک مفاهيم جديد برای شما بسيار آسان خواهد شد.
هدف اين کتاب آن است که شما بتوانيد، خوب ببينيد، به درستی بيان کنيد، مناسب استدلال کنيد و خوب نتيجه گيری کنيد.

تمامی اين ها را بايد در حل مسائل انجام دهيد. شما در هرجای رياضی با مسئله ای روبه رو هستيد که بايد آن را حل کنيد. در اين 
کتاب علامت «حل يک مسئله» را بسيار مشاهده خواهيد کرد، زيرا هر مفهوم جديدی با بروز يک مسئله و سعی در حل آن به وجود می آيد. 

بنابراين شما بايد بتوانيد با يک مسئله درست مواجه شويد و تجربيات خود را در حل آن به درستی به کار بريد.
علاوه بر اين ها بايد بتوانيد برای پاسخ به سؤالات بيشماری که در ذهن شما ايجاد می شود، آن ها را به مسائل مناسبی تبديل کنيد و 
سپس سعی در حل آن ها نماييد، يافتن اين توانايی ها کمک زيادی به توانمند شدن در حل مسائل و مشکلات زندگی شما خواهد کرد و اين 

همان دليلی است که باعث می شود که ما بايد رياضی را بياموزيم.
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ترجمه فارسى ديباچه مفتاح الحساب
بسم االله الرحمن الرحيم

ستايش خداوندى را سزاست كه در آفرينش 
پيوستن  هم  به  در  و  است،  يگانه  آحاد 
بر  درود  و  است.  بى همتا  گوناگون  اعداد 
والاترين  كه  محمد(ص)  او  آفريده  بهترين 
شفاعت كننده روز رستاخيز است، و بر خاندان 
او و فرزندانش كه راه هاى رهايى و رستگارى 

را رهنمونند. اما بعد.....



فصل 1 حسابان

٢

هيجدهم  قرن  رياضی  دانشمندان  از  يکی  گاوس 
دارد.  خود  مدرسه  زمان  در  جالبی  داستان  که  است 
آن ها  از  دانش آموزان  کردن  سرگرم  برای  معلم  روز  يک 
نتيجه  و  بزنند  جمع  هم  با  را   ١٠٠ تا   ١ اعداد  می خواهد 
را به دست آورند. در حالی که دانش آموزان مشغول اين 
کار کسل کننده بودند، گاوس نتيجه را به سرعت به دست 

می آورد و به معلم ارائه می کند.
آيا شما هم می توانيد اين عمل جمع را به سرعت 
انجام دهيد؟ شکل مقابل می تواند ايده ای برای اين کار به 

شما بدهد.
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مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی

تمرين در كلاس

۱ــ با استفاده از تجربياتی که در بالا به دست آورده ايد برای يک عدد طبيعی n نشان دهيد:
n( n )n +

+ + + =
1

1 2
2

�

۲ــ اگر جمله اول يک دنباله حسابی a و قدر نسبت آن d باشد، جملات آن به شکل زيرند:  
a, a + d, a + ۲d, … , a + nd, …  

. 2 1
2
n ( a ( n )d )+ − نشان دهيد مجموع n جمله اول اين دنباله برابر است با  

.۱ + ۳ + ۵ + … +  (۲n -۱) =  n۲ ۳ــ نشان دهيد

بحث در كلاس

از شکل بالا چگونه می توان استفاده کرد و جمع اعداد از ۱ تا ۱۰۰ را به  دست آورد؟



فصل 1 محاسبات جبری ، معادلات و نامعادلات

٣

می گويند يک روز حاکم شهری خواست به مخترع شطرنج جايزه ای بدهد و از او خواست خودش جايزه ای 
برای خودش تعيين کند. شطرنج ۶۴ خانه دارد و مخترع شطرنج گفت در خانه اول يک دانه گندم بگذاريد و در خانه 
دوم ۲ گندم بگذاريد و در خانه سوم ۴ گندم بگذاريد و به همين ترتيب در هر خانه دو برابر خانه قبل گندم بگذاريد و نهايتاً 

کل گندم ها را به من بدهيد. اگر هر دانه گندم يک گرم باشد، چند گرم گندم جايزه مخترع شطرنج خواهد شد؟

بحث در كلاس

اين مسئله به نام مسئله شطرنج معروف است و ابوريحان بيرونی٭ با روش خاص خود آن را حل کرده است. شما هم سعی کنيد 
راه حلی برای آن بيابيد.

طول ضلع مربعی۱ متر است. ابتدا نيمی از مساحت آن را رنگ می کنيم. سپس نيمی از مساحت باقی مانده را 
چند  از  پس  می زنيم.  رنگ  را  قبل  مرحله  از  باقی مانده  مساحت  نيمی از  مرحله  هر  در  ترتيب  به همين  می کنيم.  رنگ 

مرحله حداقل ۹۹ درصد سطح مربع رنگ شده است؟

آن مقدار از مساحت مربع (بر حسب متر مربع) که در هر مرحله رنگ می شود يک دنباله هندسی به شکل زير تشکيل می دهد.

 n, , , ,( ) ,1 1 1 1
2 4 8 2

� �  
بنابراين آن مقدار از مساحت مربع که پس از n مرحله رنگ می شود برابر است با

1 1 1 1
2 4 8 2

� n
nS ( )= + + + +  

1 شباهت زيادی با Sn دارد. از همين نکته برای محاسبه Sn استفاده می کنيم.
2 nS

n n
nS ( ) ( ) += + + + + 11 1 1 1 1

2 4 8 2 2
�  

n n n
n( ) ( ) S ( )+ += − + + + + + + = − + +1 11 1 1 1 1 1 1 1

2 2 4 8 2 2 2 2
�

 

. n
nS ( )= −

1
1

2
اين تساوی معادله ای بر حسب Sn است و از آن نتيجه می شود، 

)n را حل کنيم. )≤ −
99 1

1
100 2

 حال بايد نامعادله 
n n

n n( )≤ − ⇒ ≤ − ⇒ ≤ ⇒ ≤
99 1 100 100

1 99 100 1 100 2
100 2 2 2

 

٭ ترجمه ميزان الحکمه ص ٧٧

حل يك مسئله



فصل 1 حسابان

٤

حداقل مقدار n که در اين نامعادله صدق می کند ٧ می باشد، يعنی پس از مرحله هفتم حداقل ٩٩ درصد سطح مربع رنگ شده 
است.

۱ــ برای يک عدد طبيعی n و يک عدد حقيقی q قرار دهيد   S = ۱ + q + q۲+…+ q n. با مقايسه S و qS نتيجه بگيريد: 
(  ١ - q)S=١-qn+١  

1q≠ نشان دهيد: ۲ــ اگر 
n

n qq q q
q

+−
+ + + + =

−

1
2 1

1
1

�  
۳ــ اگر جمله اول يک دنباله هندسی برابر a و قدر نسبت آن برابر q باشد، جملات اين دنباله به شکل زيرند.

a, aq, aq۲, …, aqn, …  
−
−

1
1

nqa
q

1q≠ مجموع n جمله اول اين دنباله برابر است با   نشان دهيد در حالت 

، مجموع n جمله اول دنباله هندسی بالا با افزايش n به چه عددی نزديک می شود؟ <1q ۴ــ درحالت 

با انجام فعاليت بالا قضيه زير به دست می آيد.
قضيه:

q ، مجموع تمام جملات آن برابر است با  در يک دنباله هندسی نامتناهی با جمله اول a و قدر نسبت q که 1>
. a

q−1

فعاليت 1

مثال

توپی در اختيار داريم که از هر ارتفاعی که رها شود، پس از زمين خوردن به اندازه يک چهارم ارتفاع قبلی 
خود بالا می رود. فرض کنيد اين توپ را از زمين به هوا پرتاب کرده ايم تا به ارتفاع ٥ متری برسد. می خواهيم بدانيم 

پس از شروع پرتاب تا زمان ايستادن، اين توپ چقدر مسافت طی می کند؟
ارتفاع توپ قبل از n امين برخورد با زمين را An می ناميم. روشن است که 

, , , , ,n nA A A A −= = = =1 2 3 1

5 5 5
5

4 16 4
� �  



فصل 1 محاسبات جبری ، معادلات و نامعادلات

٥

بنابراين مسافت طی شده توسط توپ بين  هر دو برخورد متوالی توپ با زمين عبارت است از:

, , , , ,−1
10 10 10

10
4 16 4

� �n  
کل مسافت طی شده توسط توپ برابر است با مجموع جملات دنباله بالا. اما دنباله بالا يک دنباله هندسی نامتناهی با 

1 است و مجموع جملات آن برابر است با 
4

جمله اول ١٠ و قدر نسبت 
/= = ≈

− −

10 40
13 33

11 31
4

a
q  

يعنی توپ تقريباً ١٣/٣٣ متر تا توقف کامل طی می کند.

۱ــ در دنباله حسابی …, ۱۱ ,  ۸   , ۵ حداقل چند جمله آن را بايد جمع کنيم تا حاصل از ۵۰۰ بيشتر شود؟
.۱ + ۳ + ۵ + … + (۲n -۱) = n۲      ۲ــ به کمک شکل زير نتيجه بگيريد

۳ــ در مسئله شطرنج نشان دهيد جايزه مخترع شطرنج بيش از ۱۰۰۰ ميليارد تن گندم خواهد شد.
۴ــ علی می خواهد پول های خود را پس انداز کند. او روز اول ۱۰۰۰ تومان در  صندوق خود قرار می دهد و 
قرار می گذارد هر روز ۰/۹ پول واريزی در روز قبل را در صندوق قرار دهد. پس از ۵۰ روز او چقدر پول در صندوق 

خواهد داشت؟ نشان دهيد پول صندوق او هيچ گاه از ۱۰۰۰۰ تومان بيشتر نخواهد شد. 
٥  ــ برای محافظت از تابش های مضر مواد راديواکتيو لايه هايی محافظتی ساخته شده است که شدت تابش ها 

پس از عبور از آن ها نصف می شود. حداقل چند لايه بايد استفاده کنيم تا شدت تابش ۹۹ درصد کاهش بيابد؟ 

مسائل



فصل 1 حسابان

٦

٦ــ يک مثلث با محيط P و مساحت S در نظر بگيريد. وسط های اضلاع آن را به هم وصل کنيد و مثلث کوچکتر 
جديدی بسازيد. اين عمل را مجدداً روی مثلث کوچکتر انجام دهيد. اين عمليات را به طور متوالی ادامه دهيد. 

مثلث های  مساحت  مجموع  است؟  چقدر  اوليه)  مثلث  احتساب  (با  آمده  به دست  مثلث های  محيط  مجموع 
به دست آمده چقدر است؟

در سال های پيش ديديم که با تقسيم يک چندجمله ای P ( x) بر يک چندجمله ای ناصفر B ( x) يک خارج قسمتِ 
Q ( x) و باقی مانده R ( x) به دست می آيد که R ( x) برابر صفر است يا درجه آن از درجهٔ B ( x) کمتر خواهد بود و می توان 

نوشت: 
P ( x) = B( x)Q( x) + R( x)  

اين تساوی را رابطهٴ تقسيم می نامند.

۱ــ  چندجمله ای  P (x ) =۴x۴ + ۲x۳ + ۱ را بر چندجمله ای B (x )  = x۲ - ۱ تقسيم کنيد.
۲ــ مقسوم، مقسوم عليه، خارج قسمت و باقی مانده را مشخص کنيد.

۳ــ رابطهٔ تقسيم را بنويسيد و  به کمک آن  مقدار P (۱)  و P (-۱) را به دست  آوريد.

 P ( x) = B( x)Q( x) ،صفر باشد، نتيجه می شود B ( x) بر P ( x) اگر باقی ماندهٔ تقسيم
در اين حالت گوييم چندجمله ای P ( x) بر B ( x) بخش پذير است.

.x۳  + ۱  =  ( x  +  ۱)(  x۲ - x   + ۱) بخش پذير است، زيرا x  + ۱ بر x۳  + ۱ چندجمله ای

تقسيم چند جمله ای ها و بخش پذيری

تمرين در كلاس

مثال
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٧

فرض کنيد چندجمله ای P ( x) بر x  - a تقسيم شده است و باقی ماندهٔ آن Rباشد. 
۱ــ رابطهٔ تقسيم را بنويسيد.

۲ــ درجهٔ باقی ماندهٔ تقسيم چيست؟ 
۳ــ P (a) را به دست آوريد. 

۴ــ اگر P (a) صفر باشد، چه نتيجه ای می توان گرفت؟ 

از فعاليت بالا قضيه زير به دست می آيد. 
قضيه:

 P ( x) صفر باشد، چندجمله ای P (a) است. بنابراين اگر P (a) همان x  - a بر P ( x) باقی ماندهٔ تقسيم چندجمله ای
بر x  - a بخش پذير است.

باقی ماندهٔ تقسيم ٣  +  x  +  ٥x٢ - ٢x٨ =  P ( x) بر ١ + x را حساب می کنيم.
١ + x را می توانيم به صورت (١ -) - x بنويسيم، پس  (١-) P را حساب می کنيم.

R = P (-۱) = ۲(-۱)۸  - ۵(-۱)۲ + (-۱)  + ۳ = ۲ - ۵ - ۱ +  ۳ = -۱  

بحث در كلاس
چگونه می توانيم باقيمانده تقسيم يک چندجمله ای مانند P ( x) بر چندجمله ای a x + b را به دست آوريم؟

تمرين در كلاس

الف) درستی يا نادرستی گزاره های زير را مشخص کنيد: 
۱ــ عبارت ٢  +  ٥x - ٣x٢ بر ١ - x بخش پذير است.  
۲ــ چندجمله ای x n - a n بر x - a بخش پذير است.  
۳ــ چندجمله ای x n + an بر x + a بخش پذير است.  

  .P (-b) برابر است با ax + b بر P ( x ) ۴ــ باقی ماندهٔ تقسيم
ب) باقی ماندهٔ تقسيم ١  +  ٢x - ٤x٣ بر ١ - ۲x را تعيين کنيد.

فعاليت 2

مثال



فصل 1 حسابان

٨

برای يک عدد حقيقی a و عدد طبيعی n عبارت  S =۱ + a + a۲ + a۳+ … + a  n-۱  را در نظر بگيريد.
۱ــ عبارت aS - S را حساب کنيد و اتحاد زير را نتيجه بگيريد.

a n -۱ = (a -۱)(a n-۱ + … + a۲ + a +۱)  
۲ــ اگر n عددی فرد باشد، با تبديل a به a- نتيجه بگيريد:

a n + ۱ = (a +۱)(a n-۱ - a n-٢ + … - a +۱)  

در سال های قبل با محاسبه مربع و مکعب دوجمله ای ها آشنا شديد. در حالت کلی نيز می توان توان های طبيعی 
دوجمله ای ها را به دست آورد.

 

به کمک اتحادهای بالا عبارت های زير را ساده می کنيم.
( x )( x ) ( t t t t )( t )A , B

x t
+ − + + + + −

= =
− −

5 2 3 4

2 10

1 1 1 1

1 1
 

صورت و مخرج کسرA  را تجزيه می کنيم.
( x )( x x x x )( x )A x x x x

( x )( x )
+ − + − + −

= = − + − +
+ −

4 3 2
4 3 21 1 1

1
1 1  

برای ساده کردن B می توان نوشت: 
tB

( t )( t ) t
− −

= =
+ − +

5

5 5 5

1 1

1 1 1
 

تمرين در كلاس

n اتحاد زير را ثابت کنيد. na ( a )( a a a )−− = − + + + +1 21 1 1� به کمک اتحاد 
n n n n n nx y ( x y )( x x y xy y )− − − −− = − + + + +1 2 2 1�  

بسط دوجمله ای غياث الدين جمشيد کاشانی

فعاليت 3

مثال
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به اتحادهای زير و ضرايبی که در آن ها است توجه کنيد.
+ =0 1( a b )  

 + = +1( a b ) a b  

+ = + +2 2 22( a b ) a ab b  

+ = + + +3 3 2 2 33 3( a b ) a a b ab b  

+ = + + + +4 4 3 2 2 3 44 6 4( a b ) a a b a b ab b  

( a b ) a a b a b a b ab b+ = + + + + +5 5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5  
...................................................  

۱ــ چه الگويی در توان های a و b و ضرايب آن ها می يابيد؟
۲ــ با توجه به الگوی به دست آمده 6(a+b) برابر چه عبارتی می شود؟  

۳ــ تعداد جملات هر بسط با توان دو جمله ای چه رابطه ای دارد؟

هرعبارت به صورت n(a+b) را که در آن n يک عدد صحيح نامنفی است، دوجمله ای غياث الدين جمشيد کاشانی و بسط آن 
را به صورت چندجمله ای از a و b بسط دوجمله ای غياث الدين جمشيد کاشانی می نامند زيرا اين دانشمند ايرانی از اولين کسانی 
بوده است که روی آن کار کرده است. اين چندجمله ای دارای n+1 جمله است و هر جملهٔ آن به صورت مضربی از a k b n-k است و 

جملات a k b n-k و a n-k b k ضريب های مساوی دارند. 
ضرايب بسط دوجمله ای را می توان در مثلثی مانند زير مرتب کرد که به آن مثلث خيام ــ پاسکال می گويند. 

١
١١

١٢١
١٣٣١

١٤٦٤١
١٥١٠١٠٥١

١
١١

١٢١
١٣٣١

١٤٦٤١
................................

فعاليت 4

مرتب نمودن ضرايب به صورت بالا را ابتدا خيام، دانشمند مشهور ايرانی، و سپس پاسکال انجام داد و به همين خاطر به نام هر 
دوی آن ها خوانده می شود. 



فصل 1 حسابان

١٠

۱ــ P(x) يک چندجمله ای درجه ۲ است و ضريب بزرگترين توان آن ۱ است. در هر يک از حالت های زير 
P(x) را به گونه ای تعيين کنيد که در شرايط مورد نظر صدق کند.

P(-۱)=۲ , P(۲) = -۱ (ج   P(۰)=۰ , P(۱)=۱ (ب   P(۱) =۰ , P(۲)=۰ (الف
۲ــ مقدار m را چنان بيابيد که چندجمله ای P(x)= x۳- mx۲-x +۴ بر ۲x +۱  بخش پذير باشد.

۳ــ در چندجمله ای a ، P(x)= x۳+ ax۲+ x + b و b را طوری بيابيد که باقی ماندهٔ تقسيم آن برx -۱ برابر ۴ 
بوده و بر x + ۲ بخش پذير باشد.

۴ــ m و n را چنان بيابيد که چندجمله ای x۴- ۳x۳+ mx + n  بر x۲- ۵x + ۶ بخش پذير باشد.
۵  ــ نشان دهيد عبارت x - ۲ يک فاکتور(عامل) f(x)= x۳+ ۲x۲-  ۵x -۶ است. سپس معادلهٔ f(x) =۰  را حل 

کنيد.
۶  ــ a را چنان بيابيد که يک جواب معادلهٔ x۳- ۲x۲+ ax + ۲ = ۰  برابر ۲ باشد. سپس جواب های ديگر معادله را 

به  دست آوريد.
۷ــ حاصل عبارت های زير را به  دست آوريد. 

(۲x -۳y)۴ (ج  ( )
x

+ 62
1 ب)    (۱- x)۷ (الف

۸  ــ عبارات زير را تجزيه کنيد. 
 A= x۹- x۳y۳  ,  B = (a۶+۱)۲-(a۶-۱)۲       

تمرين در كلاس

۱ــ اعداد هرسطر در مثلث خيام ــ پاسکال چگونه از طريق اعداد سطر قبل از آن به دست می آيند؟ 
۲ــ چه ارتباطی بين اعداد هر سطر در مثلث صفحهٔ قبل با بسط دوجمله ای غياث الدين جمشيد کاشانی وجود 

دارد؟ 
می توانيد  آيا  به دست آوريد.  را   (a+b)۴ و   (a+b)۳  ،  (a+b)۲ بسط های  از  يک  هر  در  ضرايب  مجموع  ۳ــ 

مجموع ضرايب در بسط n(a+b) را حدس بزنيد؟ حدس خود را ثابت کنيد.
۴ــ طرف دوم هريک از عبارت های زير را به دست آوريد.

(۲x + y)۵ =  
(۳x + ۲z)۴ =  

 (۲a -۱)۶ =  

مسائل
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١١

۹ــ اگر n يک عدد طبيعی زوج باشد، اتحاد زير را به دست آوريد.
۱- x n = (۱+x)(۱- x + …- x n-۱)  

در دورهٔ راهنمايی با مفاهيم مقسوم عليه، عدد اول و تعيين بزرگترين مقسوم عليه مشترک و کوچکترين مضرب 
مشترک دو عدد آشنا شديم. مشابه اين مفاهيم برای عبارت های جبری نيز قابل بررسی است.  با مروری بر اين مفاهيم 

به تعميم آن به عبارات جبری می پردازيم.
می توان  را  مرکب  عدد  هر  است.  مرکب  عدد  يک  نباشد  اول  که  يک  مخالف  طبيعی  عدد  هر  عدد:  تجزيه 
به حاصل ضرب عامل های اول تجزيه نمود. در حالتی که در تجزيه اعداد عامل های اول تکراری را به صورت توانی 

بنويسيم به  آن تجزيه استاندارد می گوييم.
عدد را به عامل های اول ٢، ٣، ٥، ٧ و ... تقسيم می کنيم تا به  برای تجزيهٔ يک عدد به عامل های اول، مرتباً 

خارج قسمت ١ برسيم سپس آن را به صورت تجزيهٔ استاندارد می نويسيم. 

بزرگترين مقسوم عليه و کوچکترين مضرب مشترک چندجمله  ای ها

٢٣٦٠
٢١٨٠
٢٩٠
٣٤٥
٣١٥
٥٥

١

عدد ٣٦٠ را به صورت تجزيهٔ استاندارد می نويسيم. 
عدد ٣٦٠ را مطابق الگوی مقابل به طور متوالی بر مقسوم عليه های 
اول آن تقسيم می کنيم تا به خارج قسمت ١ برسيم. در نتيجه ٣٦٠ حاصلضرب 

اعداد اول سمت راست هستند.
 

٥*٣٢*٢٣=٣٦٠

مثال
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١٢

عددهای ۱۲۰ و ۵۲۵ و ۴۷  را به صورت تجزيهٔ استاندارد بنويسيد.

می دانيد که کوچکترين عددی که بر دو عدد طبيعی a وb بخش پذير است را  کوچکترين مضرب مشترک آن دو عدد می نامند 
که به اختصار با ک.م.م. نشان می دهند. برای يافتن ک.م.م. چند عدد می توانيم آن ها را به صورت استاندارد به عامل های اول تجزيه 

کنيم، در اين صورت حاصلضرب عامل های موجود در اين تجزيه ها با بزرگترين توان، ک.م.م. اين اعداد خواهند بود.

تمرين در كلاس

تمرين در كلاس

ب. م.م. اعداد ۷۸ و ۲۳۴ و ۱۵۶ را به دست آوريد. 

می دانيد که بزرگترين عددی که دو عدد طبيعی a و b بر آن بخش پذيرند بزرگترين مقسوم عليه مشترک آن دو عدد ناميده می شود 
که به اختصار با ب.م.م. نشان می دهند. برای يافتن ب.م.م. چند عدد می توانيم آن ها را به صورت استاندارد به عامل های اول تجزيه 

کنيم، در اين صورت حاصلضرب عامل های مشترک با کمترين توان، ب.م.م. اين اعداد خواهند بود.

ب.م.م. اعداد ٣٦ و ٢٢٥ و ٤٠٥ را تعيين می کنيم.

  تنها عامل مشترک عدد ٣ است و 
 = ×
 = ×


= ×

2 2

2 2

4

36 2 3

225 3 5

405 3 5

هريک از اعداد را به صورت استاندارد تجزيه می کنيم. 

کمترين توان آن ٢ است. پس ب.م.م. ٣٢ است. روشن است که همه اين اعداد بر ب.م.م. خود بخش پذيرند.

ک.م.م. اعداد ٥٢ *٢٣ = a و ٧٢*٥٣ * ٢ = b و ١٣* ٥ * ٢٥ = c را تعيين می کنيم.
حاصلضرب همهٔ عامل های مشترک و غيرمشترک b ، a و c با بيشترين توان را به  دست می آوريم: 

١٣*٧٢ *٥٣ * ٢٥ 
عدد بالا ک.م.م. سه عدد b ، a و c است و روشن است که بر b ، a و c  بخش پذير است.

مثال

مثال
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تمرين در كلاس

۱ــ ک.م.م. اعداد ۱۵ و ۳۵ و ۱۴۰ را به  دست آوريد.
۲ــ می خواهيم سالنی به ابعاد ۴۰ و ۳۶  متر را با فرش های مربع شکل هم اندازه که اندازهٔ ضلع آن ها بر حسب 
متر عدد طبيعی باشد بپوشانيم. اندازهٔ ضلع فرش ها چه عددهايی می تواند باشد؟ ضلع فرش ها چقدر باشد تا کمترين 

تعداد فرش برای پوشاندن سالن مورد نياز باشد بدون آن که فرش  ها روی هم بيفتند؟ 
۳ــ ب.م.م. و ک.م.م. هر يک از دسته اعداد زير را تعيين کنيد. (حروف نشان دهنده اعداد اول متمايزند و 

مخالف ۲، ۳ و ۵ هستند.)
۶x۲y , ۸xy۲z , ۱۰x۲y۲z۲ (ب   ۳۲a۳ , ۱۶ab۲ ,  ۸a۲b۳  (الف

 در چندجمله ای ها نيز،  همانند  اعداد،  اعمال جمع  و ضرب و مفهوم بخش پذيری برقرار است. پس  می توانيم ب.م.م. و ک.م.م. 
چندجمله ای ها را نيز همانند اعداد تعريف  کنيم.

چندجمله ای های P(x) =۲x۳ -۱۶ و Q(x) =۳x۲ -۱۲ را در نظر بگيريد.
۱ــ  P(x) و Q(x) را تجزيه کنيد.

۲ــ بزرگترين چندجمله ای (از لحاظ درجه) که P(x) و Q(x) بر آن بخش پذيرند را بنويسيد. 
۳ــ کوچکترين چندجمله ای (از لحاظ درجه) که هم بر P(x) و هم بر Q(x) بخش پذير باشد را بنويسيد. 

آنچه که در فعاليت بالا انجام داديد يافتن  ب.م.م. و ک.م.م. دو چندجمله ای بود. 

تعريف:
بزرگترين  را  بخش پذيرند  آن  بر   Q(x) و   P(x) چندجمله ای های  که  درجه)  لحاظ  (از  چندجمله ای  بزرگترين 

مقسوم عليه مشترک (به اختصار ب.م.م.) P(x) و Q(x) می نامند.

کوچکترين چندجمله ای (از لحاظ درجه) که بر چندجمله ای های P(x) و Q(x) بخش پذير است را کوچکترين 
مضرب مشترک (به اختصار ک.م.م.) P(x) و Q(x) می نامند.

اين تعاريف برای بيش از دو چندجمله ای به شکل مشابه انجام می شود.

فعاليت 5
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١٤

ب.م.م. و ک.م.م. چندجمله ای های P(x) = x۳ +۱ و Q(x) = x۶ -۱ و R(x) = ۴x۲ -۴ را تعيين می کنيم. برای 
اين کار، ابتدا هر يک از چندجمله ای ها را تجزيه می کنيم. سپس مشابه آنچه که در مورد ب.م.م. و ک.م.م. اعداد گفته 

شد عمل می کنيم.
P(x) = (x +۱)(x۲- x +۱)  
Q(x) = (x۳+۱)(x۳-۱) = (x +۱)(x۲- x +۱)(x -۱)(x۲ + x +۱)  

 R(x) =۴(x۲-۱) = ۴(x-۱)(x +۱)  
تنها عامل مشترک در اين تجزيه ها ١+x است و کمترين توان آن ١ است، پس ١+ x ب.م.م. اين سه چندجمله ای 

است.
عواملی که در اين تجزيه ها وجود دارند عبارتند از: x +۱ , x -۱ ,  x۲- x +۱ , x۲+ x +۱ , ۴ و بزرگترين توان 

آن ها ١ است. بنابراين ک.م.م. اين سه چندجمله ای عبارت است از:

٤(x +١)(x٢- x +١)(x -١)(x٢+ x +١) = ٤(x١+٣)(x١-٣) = ٤(x١-٦)  
ب.م.م. و ک.م.م. چندجمله ای ها کمک زيادی به کوتاه تر شدن و ساده کردن محاسبات در کسرها و جمع و 

تفريق عبارت های گويا می کند.

۱ــ حاصل عبارت زير را به دست آوريد. 

 A = + −1 5 1
72 48 16

 
۲ــ کسرهای زير را به ساده ترين صورت بنويسيد. 

x xy x xA B
( x y ) x x

− + += =
− + +

2 2

2 2

3 3 2 1
3 8 7

 

۳ــ حاصل عبارت زير را به ساده ترين صورت بنويسيد.
( a )a

a a a a
++ − −

− + + −

2

2 3

6 25 6
1 1 1

 

تمرين در كلاس

مثال
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١٥

١ــ سه زنگ در يک کارخانه برای موارد مختلف زده می شود. اولين زنگ هر ١٨ دقيقه يک بار، دومين زنگ  
هر ٢٤ دقيقه يک بار و سومين زنگ هر ٣٢ دقيقه يک بار زده می شوند. بعد از اولين بار که هر سه زنگ با هم زده 

شوند حداقل چند دقيقه بايد بگذرد تا آن ها دوباره با هم زده شوند؟ 
٢ــ در دنباله های حسابی زير چند عدد سه رقمی مشترک وجود دارد؟

٩, ٥, ١ ,…  ١٠, ٧, ٤ , …  
۳ــ می خواهيم۷۲ ليتر آب ميوه، ۴۰ ليتر شير و ۴۸ ليتر دوغ در شيشه هايی با حجم يکسان بسته بندی کنيم، 

حداقل تعداد شيشه ها کدام است؟(گنجايش شيشه ها را بر حسب ليتر عدد طبيعی فرض کنيد.)

۴ــ حاصل هريک از عبارت های زير را به ساده ترين صورت ممکن بنويسيد.

x (الف x x x
x x x x
− + + −÷
− +

2 2

2 3 2
5 4 2
4 2

x (ب  x x x
x x x
− − − −÷
− − +

2 2

2 2
2 3 6 7

9 10 21
 

a  (ج
aa a a

+ −
+− + +2 2

1 2 2
11 2 1

x  (د 
x x x x

+ + −
− + + −2
1 1 8
1 3 2 3

 

   

معادلات
در سال های قبل با مفهوم معادله و حل معادلهٔ درجهٔ اول و درجهٔ دوم آشنا شديد. در اين بخش با برخی نکات 

جديد دربارهٔ حل معادلات آشنا خواهيم شد و سپس انواع ديگری از معادلات جبری را بررسی خواهيم کرد. 

به    f(x) = x۲-۴x +۳ تابع  نمودار  ۱ــ 
شکل مقابل است.

  f(x) = x۲-۴x +۳ =۰ معادله جواب های 
چه ويژگی از نمودار تابع f(x) را مشخص  می کند؟ 
مورد  در  می توان  چگونه   f(x) نمودار  طريق  از 

جواب های معادله f(x) =۰  اظهارنظر کرد؟
1−

1

1

1
2

2

3

3 12 2= )()( xxf

فعاليت 6
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١٦

۲ــ نمودار تابع  g(x) به شکل زير است. در مورد جواب های معادله  g(x) =۰  چه  می توانيد بگوييد؟

۳ــ با رسم نمودار تابع f(x) = x۲-۴x + ۴  توضيح دهيد چرا معادله x۲-۴x + ۴=۰ فقط يک جواب دارد.

برای يک تابع f(x) جواب های معادلهٔ f(x) =۰  را (در صورت وجود) صفرهای تابع f می ناميم. صفرهای تابع f آن مقاديری از 
x هستند که به ازای آن ها f(x) صفر می شود. اگر نمودار y = f(x)  را رسم کنيم، صفرهای f، طول های نقاط تلاقی نمودار f  با محور 

طول ها است. 

 اعداد ٢ و ٣- صفرهای تابع f(x) = x۲+ x - ۶  می باشند و نمودار f در نقاطی به طول های ٢ و ٣- محور 
 طول ها را قطع می کند. 

3 2

خواص  و  مشابه  شکل های  سهمی ها  می نامند.  سهمی  را  است  دوم  درجه  چندجمله ای  يک  آن ها  ضابطه  که  توابعی  نمودار 
هندسی مشترکی دارند که در درس هندسه با آن ها بيشتر آشنا خواهيد شد. 

در سال های قبل ديديم يک معادله درجه دوم ٠= bx + c +ax٢ که ٠< ٤ac-Δ = b٢ دارای دو جواب به صورت زير است.
b bx , xa a

− + ∆ − − ∆′ ′′= =
2 2  

مثال
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bx در اين حالت معادله فقط يک جواب دارد و می توان تعبير کرد که معادله دو جواب  x a
′ ′′= = −

2
در حالت ٠= Δ داريم 

 x′′ و   x′ اگر  که  ديديم  قبل  سال  دارد.  (تکراری)  مضاعف  جواب  يک  معادله  گوييم  حالت  اين  در  خاطر  به همين  دارد.  مساوی 

. cx x a
′ ′′ = bx و  x a

−′ ′′+ = جواب های معادلهٔ ٠= bx + c +ax٢ باشند، داريم 

مستطيلی بسازيد که محيط آن ۲۲ سانتی متر و مساحت آن ۲۸ سانتی مترمربع باشد.

برای مشخص کردن اين مستطيل بايد طول و عرض آن را تعيين کنيم. اگر چنين مستطيلی وجود داشته باشد 
′′x نشان می دهيم. فرضيات مسئله به معنای آن است که ′x و  ضلع های آن را با  

x x ,x x′ ′′ ′ ′′= + =28 11  
) هستند. از طرف ديگر x x )( x x )′ ′′− − ′′x ريشه های معادله درجه دوم 0= ′x و   

( x x )( x x ) x ( x x )x x x x x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′− − = − + + = − +2 2 11 28  
بنابراين برای يافتن جواب مسئله کافی است جواب های معادلهٔ ٠= ۱۱x + ۲۸ -x٢ را حساب کنيم. از حل اين 

 . x′′ = 7 ′x و  =4 معادله نتيجه می شود: 

معادلهٔ درجهٔ دومی تشکيل دهيد که جواب های آن ٢ و ٣ باشد. 
P ، پس ٢ و ٣ جواب های معادلهٔ  x x′ ′′= × = × =2 3 6 S و  x x′ ′′= + = + =2 3 5 روش اول: داريم 

x۲- ۵x + ۶ =۰ هستند. 
روش دوم: ۰= (x -۳)(x -۲) معادله ای است که مستقيماً ديده می شود ۲ و ۳ جواب های آن هستند. اين 

يک معادلهٔ درجه دوم است و پس از انجام عمل ضرب به شکل x۲- ۵x + ۶ =۰ در می آيد.

قضيه:
اگر α و β دو عدد دلخواه و S = α+β و P = αβ، آنگاه  α و β  جواب های معادلهٔ x۲- Sx+P =۰ هستند.

مثال

حل يك مسئله
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١٨

        ماکزيمم و مينيمم توابع درجه دوم

.a ≠۰ را در نظر بگيريد که در آن f(x) = ax۲+ bx + c تابع
۱ــ درستی محاسبات زير را توضيح دهيد. 

b c b c b b ac bf ( x ) a( x x ) a ( x ) a( x )a a a a a aa
  −= + + = + + − = + + 
 

2 2
2 2 2

2
4

2 2 44

۲ــ اگر a <۰ به ازای چه مقداری از x تابع f بيشترين مقدار را خواهد يافت؟ 
۳ــ اگر a >۰ به ازای چه مقداری از x تابع f کمترين مقدار را خواهد يافت؟ 

کرد  محصور  نرده  متر   ۱۲۰ با  فقط  را  آن  می توان  که  دريا  کنار  شکل  مستطيل  زمين  قطعه  مساحت  بيشترين 
چقدر است؟

برای فهم درست مسئله شکلی مانند بالا رسم می کنيم. برای حل مسئله بايد تشخيص دهيم چه چيزی را بايد 
به  دست آوريم. در اينجا يافتن طول مستطيل برای حل مسئله کافی است. طول اين زمين مستطيل شکل را با x  نشان 

x−120 خواهد بود. اگر مساحت اين زمين را با A نشان دهيم، داريم: 
2

می دهيم. پس عرض زمين برابر 

  
x xA x( ) x= − = − +

2
60 60

2 2
 

( x x ) ( x ) ( x ) = − − = − − − = − − + 
2 2 21 1 1120 60 3600 60 1800

2 2 2                                   

بيشترين مقدار A وقتی است که ٠=٦٠- x و در نتيجه ٦٠ = x. پس با انتخاب طول ٦٠ متر بيشترين مساحت 
ساخته می شود که برابر ١٨٠٠ مترمربع خواهد بود. 

خشکی
دريا

حل يك مسئله

فعاليت 7
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از فعاليت فوق قضيه زير به دست می آيد.
قضيه:

به   a <۰ حالت  در  و  مقدار (مينيمم)  به کمترين   ۰< a حالت  در   bx a
−=
2

ازای به   f(x) = ax۲+ bx + c تابع
بيشترين مقدار (ماکزيمم) خود می رسد. 

کمترين مقدار تابع ٥ + ١٢x -٣x۲ = f(x) را تعيين می کنيم.

x تابع کمترين مقدار را داراست. از آنجا که ٧- = (٢)f، کمترين مقدار تابع برابر ۷- می باشد.  = =12 2
6

به ازای 

تمرين در كلاس

1− باشد آن دو عدد را بيابيد. 
2

7 و حاصل ضربشان 
6

۱ــ اگر جمع دو عدد 
۲ــ در هر يک از شکل های زير سهمی به معادله P(x) = ax۲+ bx + c داده شده است. در هر مورد علامت 

ضرايب c , b , a و تعداد جواب های معادلهٔ ax۲+ bx + c =۰ را تعيين کنيد.

(ج)(ب)(الف)

(و)  ـ ) (ه (د  )

۳ــ نشان دهيد در بين مستطيل هايی که محيط شان مقدار ثابتی است، مربع دارای بيشترين مساحت است.

مثال
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٢٠

3+ يک جواب آن باشد. 2 يک معادله چندجمله ای با ضرايب صحيح بيابيد که 

x را در نظر بگيريم.  ( )− + =3 2 عباس: جواب اين مسئله بسيار ساده است کافی است معادلهٔ چندجمله ای 0
معلم: در اين چندجمله ای اعداد غير صحيح به کار رفته است و اين جواب مسئله نيست. 

حسن: ما چگونه می توانيم چنين معادله ای بسازيم؟
2 يک جواب  معلم: بهتر است اول در حالت ساده تری اين مسئله را حل کنيد. مثلاً معادله ای با ضرايب صحيح بسازيد که 

آن باشد.
عباس: ما قبلاً به چنين معادله ای برخورد کرده ايم. کافی است معادله ٠=٢-x٢ را در نظر بگيريم.

معلم: اين معادله را چگونه می توانيد به دست آوريد؟
x طرفين را به توان ٢ برسانيم. نتيجه می شود ٢=x٢ و سپس معادله ٠=٢-x٢ به دست  = 2 عباس: کافی است در تساوی 

می آيد.
معلم: بله اين روش شما کارساز است. البته توجه داريد که معادله ساخته شده جواب های ديگری هم دارد. آيا می توانيد اين 

روش را برای حل مسئله اصلی هم به کار بريد؟
. با به توان دو رساندن طرفين اين تساوی می توان  x = +3 2 عباس: بهتر است اين روش را آزمايش کنيم. قرار می دهيم 

. متأسفانه هنوز اعداد غير صحيح در معادله جديد وجود دارند. x = +2 5 2 6 نوشت 
معلم: بله هنوز اعداد غير صحيح وجود دارند و باز هم بايد عمليات ديگری را انجام دهيد.

x و با به توان دو رساندن طرفين اين  − =2 5 2 6 عباس: فکر می کنم باز هم بايد روش خود را تکرار کنيم. می توان نوشت 
معادله و ساده کردن آن خواهيم داشت: ٠=١+١٠x٢-x٤. به نظر می رسد اين معادله جواب مسئله باشد.

معلم: بله شما به جواب مسئله رسيده ايد. البته اين معادله جواب های ديگری هم دارد و خوب است بقيهٔ جواب های اين معادله را 
هم به دست آوريم. اين يک معادله درجه چهار است ولی با در نظرگرفتن z = x٢ می توان آن را به يک معادلهٔ درجه دوم بر حسب z تبديل 
 x , x= − = +2 25 2 6 5 2 6 . حال با حل دو معادلهٔ  z = ±5 2 6 کرد: ٠=١ + ١٠z-z٢. با حل اين معادله خواهيم داشت: 

خواهيم داشت:  
( ) ( )x x= + = + ⇒ = ± +2 25 2 6 2 3 2 3  

x برای معادلهٔ ديگر به دست می آيند. اين معادله دارای چهار جواب است. ( )= ± −2 3 با همين روش جواب های 
در برخی از معادلات با درنظر گرفتن يک متغير جديد می توان آن را به يک معادلهٔ درجهٔ دوم تبديل کرد.

حل يك مسئله
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معادلهٔ ۴ + (x۲-۱)۲-۲=۰(x۲-۱) را حل کنيد.

تمرين در كلاس

آن  روی  از  و   a۰ ≠۰ که  باشد   n درجه  جمله ای  چند  يک   P(x) = a n x n + an-۱x n-۱ +…+ a۱x + a۰ اگر 
دو  اين  ريشه های   بين  رابطه ای  آيا  بسازيم،  را   Q(x) = a۰x n + a۱x n-۱ +…+ a n-۱ x + a n  ،n درجه  چندجمله ای 

چندجمله ای وجود دارد؟ چند جمله ای Q(x) را چند جمله ای وارونه P(x) می نامند.

يکی از دانش آموزان که در مورد چگونگی جواب معادلات چندجمله ای فکر کرده بود مسئله بالا برايش مطرح شده بود که 
آن را با معلم خود در ميان گذاشت. معلم نيز اين مسئله را برای همه دانش آموزان مطرح کرد تا همه درباره آن فکر کنند و راه حل های 

خودشان را ارائه کنند. 
در جلسهٔ بعدی درس، معلم از دانش آموزان خواست راه حل های خودشان را ارائه کنند. 

علی: به نظر من بهتر است ابتدا در حالت های خاص که ساده تر است مسئله را بررسی کنيم، مثلاً چندجمله ای های درجه اول 
و دوم را بررسی کنيم. 

معلم: آفرين، اين روش شما کمک زيادی به حل يک مسئله می کند. با مشاهدهٔ مسئله در حالت های خاص می توانيم درک 
بهتری از جزئيات مسئله پيدا کنيم. حال بگو چه پيشنهادی داری؟

علی: من توانستم حدس بزنم که چه رابطه ای بين ريشه های دو چندجمله ای وجود دارد ولی نتوانستم اثباتی برای آن ارائه کنم. 
a می باشند که 

b
− b و 

a
− در حالت چندجمله ای های درجه اول مانند P(x) = ax + b داريم Q(x) = bx + a و ريشه های آن ها به ترتيب 

وارون يکديگرند. در حالت چندجمله ای های درجهٔ دوم محاسبات پيچيده تر بود و نتوانستم فکر خود را تعقيب کنم. 
می دانستم  را  ريشه هايشان  که  خاصی  دوم  درجه  چندجمله ای  با  ولی  کردم  را  کار  همين  نيز  من  اتفاقاً  است  جالب  سعيد: 
محاسبه کردم و به همين نتيجه رسيدم. من يک چندجمله ای ساده مثل (٤-x)(٣+ x)=P(x) را در نظر گرفتم که ريشه هايش را از قبل 
می دانستم. اگر آن را به صورت استاندارد بنويسيم داريم: ١٢- x -P(x) = x٢. بنابراين  ١+ x -١٢x٢- = Q(x)  و ريشه های آن از دستور 

1−, خواهند شد.  1
4 3

کلی معادلهٔ درجهٔ دوم 
معلم: هر دو روش کارهای خوبی برای حل مسئله انجام داده اند. در هر دو روش اين حدس پيش می آيد که ريشه های دو 
چندجمله ای معکوس يکديگرند. شما می توانيد اين حدس را در مثال های ديگری هم بررسی کنيد. حال چگونه می توانيد اين مطلب 
برای دو چندجمله ای بهتر است حدس خود را به شکل دقيق تری بيان کنيد. مثلاً  ابتدا  کنيد؟  ثابت  دلخواه  چندجمله ای  يک  برای  را 

r يک ريشه  Q(x) می شود؟ 
1  bx + c +P(x) = ax٢ و bx + a +Q(x) = cx٢ اگر r يک ريشهٔ P(x) باشد بايد تحقيق کنيم که آيا 

حل يك مسئله
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. اما اگر صفر يک ريشه P(x) باشد چنين نتيجه گيری امکان پذير  =
1

0Q( )
r

علی: پس بايد از ٠= P(r) بتوانيم نتيجه بگيريم 
نخواهد بود. 

معلم: لابد صفر نمی تواند ريشه P(x) شود. آيا می توانيد اين مطلب را بررسی کنيد؟
 . = ≠00 0P( ) a سعيد: درست است صفر نمی تواند ريشه P(x) باشد، زيرا 

= را به دست آوريد. 
1

0Q( )
r

معلم: حالا که مطمئن شديد P(x) ريشه صفر ندارد، سعی کنيد از فرض ٠= P(r) حکم 

)Q را به دست آوريم. )
r
1 عباس: پس فرض کنيم ٠= br + c +P(r) =ar٢ اکنون می خواهيم 

 c br ar P( r )Q( ) c( ) b( ) a
r r r r r

+ +
= + + = = =

2
2

2 2

1 1 1
0  

معلم: آفرين، محاسبه را به درستی انجام دادی. انجام اين محاسبه در حالت کلی هم چندان مشکل نيست.
اگر r ريشه ا ی از چندجمله ای P(x) = a n  x n + a n-۱ x n-۱ +…+ a۱x + a۰ باشد آن گاه ٠= P(r) بنابراين: 

−
−= + + + +1

0 1 1
1 1 1 1

2
�n n

n nQ( ) a ( ) a ( ) a ( ) a
r r r

 
   

−
−= + + + + + = =2 1

0 1 2 1
1 1

0� n n
n nn n( a a r a r a r a r ) P( r )

r r 1 ريشهٔ Q(x) است. 
r

بنابراين 

؟ =
1

0P( )
s

علی: آيا عکس مطلب هم درست است اگر s ريشه ای از Q(x) باشد آيا می توان گفت 
 P(x) همان  بسازيم  را  آن  وارون  چندجمله ای  و  کنيم  شروع   Q(x) چندجمله ای  از  اگر  زيرا  است  بديهی  مطلب  اين  معلم: 

می شود.
تذکر:

برهان نهايی اين مسئله مانند يک مبحث رياضی مختصر و رسمی است و نتايج نهايی فرايند فکر ما را نمايش 
می دهد. ولی مطلب مهم آن است که بدانيم با يک مسئله چگونه برخورد کنيم و راه حل های خود را به دست آوريم؟ اگر 
به شيوه های کار توجه کنيد کاری که ما انجام داديم آزمايش حالت های خاص به منظور ديدن يک الگو برای برهان يک 

مسألهٔ کلی بود. از اين روش در حل بسياری از مسائل می توان استفاده کرد. 

با استفاده از فرمول جواب های دو معادلهٔ bx + c =۰ +ax٢ و bx + a =۰ +cx٢ را به دست آوريد و نشان دهيد 
جواب های آن ها عکس يکديگرند.

تمرين در كلاس
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١ــ در معادلهٔ ٠= ٨x + m -٢x٢ اگر يکی از جواب ها دو واحد بيشتر از جواب ديگر باشد m و هر دو جواب 
را پيدا کنيد.

٢ــ صفرهای توابع زير را در صورت وجود به دست آوريد.
 = + + +21 1g( x ) ( x ) ( x )

x x
=  ب)  −3 4f ( x ) x x الف) 

٣ــ معادلات زير را حل کنيد.
− −

+ =
2 23 11 74 2

10
8 12

x x ب)   + + =3 22 3 0x x x الف) 
٤ــ معادلهٔ درجه دومی بنويسيد که: 
4 باشد.

5
1 و 

5
الف) جواب های آن 

1± باشد. 3 ب) جواب های آن 
٥  ــ مقدار ماکزيمم يا مينيمم توابع زير را به دست آوريد.

f(x) = ٨ +٤  x - xب) ٢                    f(x) = ٩x٦ +٢x + الف) ٣

 
β
1 1 و 

a
٦ــ اگر α و β جواب های معادلهٔ درجه دوم ٠= ٥ - x  ٥ -٤x٢ باشد معادله ای بنويسيد که جواب های آن 

باشد.
 ٥  x٧ -٢x - در وجود و علامت جواب های معادلهٔ ٠= ٥ Δ و P و S ٧ــ بدون حل معادله، و با استفاده از

بحث کنيد.
٨   ــ از دبير رياضی کلاس حسابان سنش را پرسيدند. پاسخ داد: ٢١ سال بعد، سن من توان دوم سنی خواهد 

بود که ٢١ سال پيش از اين داشتم. اين دبير چند سال سن دارد؟ 
و  يک  با  را  آن  سوم  يک  چون  که  است  (مثبت)  عدد  کدام  خوارزمی)  مقابله  و  جبر  کتاب  از  (مسأله ای  ٩ــ 

همچنين يک چهارم آن را با يک جمع کنيم و دو حاصل جمع را در  هم ضرب کنيم، برابر ٢٠ شود؟ 
١٠ــ در ضرب دو عدد طبيعی که يکی از ديگری ١٠ واحد بزرگتر است؛ اشتباهی رخ می دهد. در نتيجه رقم 
دهگان ٤ واحد کوچکتر می شود. برای آزمايش، حاصلضرب را بر عدد کوچکتر تقسيم می کنند. خارج قسمت ٣٩ و 

باقی مانده آن ٢٢ می شود آن دو عدد را پيدا کنيد.
١١ــ معادلات زير را حل کنيد. 

   − − − + =
2 2

22 7 2 6 0
3 3
x x( ) ( ) ب)     x٣ -٤xالف) ٠= ٢ + ٢

(٤-x٢)٢-٢(٤-x٢)-ج) ٠= ١٥

مسائل
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= را به ازای مقادير مثبت x پيدا کنيد. +
2f ( x ) x
x

١٢ــ کمترين مقدار تابع 
١٣ــ در تابع درجه دوم bx + c +P(x) = ax٢ در هر يک از حالت های زير اولاً ضرايب a و b و c ثانياً علامت 

P(x) را تعيين کنيد.

PP

P

1

−2

−2
4

−23

−4

1

١٤ــ محيط يک زمين مستطيل شکل ١٨ متر و مساحت آن ١٤ مترمربع است. اندازهٔ طول و عرض اين زمين 
را تعيين کنيد.

             معادلات شامل عبارات گويا

در يک مزرعه شاليکاری دو کارگر که با هم کار می کنند، کار نشاکاری را در ۱۸ روز تمام می کنند. اما اگر هر 
کدام به تنهايی کار می کردند، کارگر اول ۱۵ روز زودتر از کارگر دوم اين کار را تمام می کرد. هر کدام از اين دو کارگر 

به تنهايی کار را در چند روز تمام می کنند؟

خانم تقوی دبير دبيرستان ايمان است. او معمولاً درس خود را  با  طرح  يک  مسئله  آغاز  می کند. او امروز مسئله بالا را طرح 
کرد و به دانش آموزان فرصت داد تا روی مسئله کار کنند. سپس از آن ها خواست راه حل خود را مطرح کنند.

زهرا: فکر می کنم مسئله با تشکيل يک معادله حل می شود. فرض می کنيم کارگر اول در x  روز کار را تمام کند، پس کارگر دوم 
همين کار را در ١٥+x روز تمام می کند. بايد مفروضات مسئله را به زبان رياضی بنويسيم، اما من نتوانستم اين کار را انجام دهم.

خانم تقوی: اين دو کارگر با هم در يک روز چه کسری از کار را انجام می دهند؟ 
1 کار را.

18
دانش آموزان: معلوم است 

(الف)
(ج) (ب)

حل يك مسئله
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حل يك مسئله

خانم تقوی: حال شما مشخص کنيد در يک روز هر کارگر چه ميزان از کار را انجام می دهد و ببينيد چگونه بين اين نسبت ها 
می توانيد ارتباط برقرارکنيد.

سارا: فکر کنم بتوانم ارتباط بين اين نسبت ها را بنويسم سپس از معلم اجازه خواست و پای تابلو نوشت: 
+ =

+
1 1 1

15 18x x
 

 ميزان کار کارگر دوم در يک روز است و مجموع آن ها مجموع کار 
+
1
15x

1 ميزان کار کارگر اول در يک روز و 
x

و توضيح داد که 

1 است. 
18

هر دو کارگر در يک روز است که برابر 
خانم تقوی: شما معادله مورد نظر را پيدا کرديد و برای حل مسئله کافی است اين معادله را حل کنيد. برای حل اين معادله 

بايد عبارت متناظر آن را ساده کنيم. 
برای جمع کسرها از روش هم مخرج کردن استفاده می کرديم اين جا هم می توانيم از روش کلی هم مخرج کردن  مينا: ما قبلاً 
کسرها استفاده کنيم. يک راه که  امسال با آن آشنا شديم استفاده از کوچکترين مضرب مشترک مخرج هاست، که در اين جا همان 

حاصل ضرب مخرج ها می شود. 
+ + +

= ⇒ = ⇒ + = +
+ +

2
2

15 1 2 15 1
18 2 15 15

15 18 1815

x x x ( x ) x x
x( x ) x x

 

 
2 21 270 0 30 9 0 30 9x x ( x )( x ) x , x⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ = = −

 
جواب ٩- = x قابل قبول نيست(چرا؟) و جواب معادله ٣٠ روز است. يعنی کارگر اول به تنهايی در ٣٠ روز و کارگر دوم به 

تنهايی در ٤٥ روز کار را تمام می کند.

نگهداری  درصد   ۷ غلظت  با  نمک  آب  محلول های  در  شور  آب  ماهی های  تزئينی،  ماهی های  مغازهٔ  يک  در   
چگونه  است.  شده  ساخته  درصدی   ۴ نمک  آب  محلول  کيلو گرم   ۲۰۰ کارگرها،  بودن  کار  تازه  به علت  می شوند. 

می توان اين محلول را به غلظت مورد نظر رساند؟ 

حالت اول: فرض می کنيم نمک به اندازهٔ کافی موجود باشد و بتوانيم با اضافه کردن نمک کافی، محلول با ٧ درصد نمک 
بسازيم. ابتدا محاسبه می کنيم که در محلول فعلی چند کيلوگرم نمک وجود دارد. 

   × =
4

200 8
100

کيلو   

اگر x کيلوگرم نمک به اين محلول بيفزاييم، ميزان نمک آب x + ٨ کيلوگرم می شود و وزن کل محلول x +٢٠٠ کيلو می شود، 
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پس برای داشتن محلول ٧ درصدی نمک بايد داشته باشيم: 
+

=
+

8 7
200 100

x
x

 

. يعنی  تقريباً ٦ کيلو و ٤٥٢ گرم نمک بايد به محلول اضافه شود. =
600
93

x با حل اين معادله نتيجه می شود 
داشته  بايد  بسازيم،  نمک  درصد   ٧ محلول  آب،  از  کيلوگرم   y تبخير  با  بخواهيم  و  نباشد  موجود  نمک  اگر  دوم:  حالت 

باشيم: 

=
−
8 7

200 100y
 

. يعنی تقريباً ٨٥ کيلو و ٧١٤ گرم آب را بايد تبخير کنيم. =
600
7

y با حل اين معادله داريم 
تذکر:

برای حل معادلات شامل عبارات گويا با ضرب طرفين معادله در کوچکترين مضرب مشترک مخرج کسرها و 
ساده کردن عبارت جبری به دست آمده، معادله را حل می کنيم. جواب به دست آمده نبايد مخرج هيچ يک از کسرها را 
صفر کند. (چرا؟) همچنين ممکن است برخی از جواب ها با شرايط مسئله که از واقعيت می آيند مطابقت نداشته باشند 

که اين جواب ها نيز قابل قبول نيستند.

در حل مسئله محلول آب نمک، اگر مقدار نمک موجود در مغازه ۵ کيلوگرم باشد و آن را به محلول اضافه 
کنيم، چند کيلوگرم از آب محلول را بايد تبخير کنيم تا به هدف موردنظر برسيم؟

+ را به دست آوريد. −
− =

− +−2

2 3 5 2 3
2 2 2 21

x x
x xx

مجموعه جواب معادلهٔ 

تجزيه  را  کسرها  مخرج  ابتدا  کار  اين  برای  می آوريم.  به دست  را  مخرج ها  مشترک  مضرب  کوچکترين  ابتدا 
می کنيم.

− = −


− = − +
 + = +

2

2 2 2 1

1 1 1

2 2 2 1

x ( x )

x ( x )( x )
x ( x )

 

(x +۱)(x  - ۱)۲ =ک.م.م. مخرج ها   

مثال
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تمرين در كلاس

مسائل

طرفين معادله را در اين عبارت ضرب می کنيم.
 (x+١)(٢x+٣) - ٢*٥ = (x-١)(٢x-٣)  
٢x٣+٢x+٢x+٢=١٠-٣x٣-٢x-٢x+٣  
١٠x-٠=١٠  
x =١  

اما ١= x مخرج يکی از کسرهای معادله را صفر می کند. پس معادله جواب ندارد.

هريک از معادلات زير را حل کنيد. 

                 +
=

−2

3 2
2 3

x
x x x

−                ب) 
− =

+ −
1 2 7
4 4 6

t
t t

الف)  
x

x x( x ) x
−

− =
− −

5 4 4
2 2

 ج) 

هريک از معادلات زير را حل کنيد.

١)
 

= +
+

6
2

1
p

p p
 ٢) + =

−
2

5
2

k
k k

 

٣)
 

−
+ =

− − 2

5 2
2

3 1 3 1k ( k )
 ٤) + + +

+ =
++2

3 5 4 1
55

y y y
y yy y

 

٥)
 

−
+ =

+ −2

3 2 4 4
2 4

m
m m m

 ٦)
 

− =
− + −2

2 3 12
3 3 9x x x

 

+ چيست؟ برخی از دانش آموزان گفتند: همه اعداد. معلم 
=

+
3

1
3

x
x

٧ــ معلم سؤال کرد مجموعه جواب معادلهٔ 
گفت اين جواب صحيح نمی باشد؟ جواب صحيح چيست؟ 

٨   ــ آقای عماد چند اسباب بازی يکسان برای هديه به مهد کودک خريد که در مجموع قيمت آن ها ١٢٠٠٠ 
تومان شد. اگر فروشنده برای هر اسباب بازی ١٠٠ تومان به او تخفيف می داد او با همان پول ٤ اسباب بازی بيشتر 

می توانست بخرد. قيمت هر اسباب بازی را قبل از تخفيف به  دست آوريد.
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             معادلات شامل عبارات گنگ

نقطه ای روی خط y =۲x +۱ بيابيد که از دو نقطهٔ A(  ۳,۰) و B(-۱,۰) به يک فاصله باشد.

سجاد و صادق دو دانش آموز علاقمند هستند که روی اين مسئله کار کرده اند.
سجاد: مناسب است برای درک بهتر مسئله شکلی رسم کنيم که مشخصات مسئله در آن ديده شود.

MA=MB
M

AB

صادق: ما می توانيم نقطه دلخواهی روی خط y =۲x +۱ در نظر بگيريم و فاصله آن را تا A و B حساب کنيم و ببينيم تحت 
چه شرايطی اين فاصله ها مساوی می شوند.

 M(a,٢a+١) قرار دارد مختصات آن  بايد به شکل y =۲x +۱ بناميم چون روی خط M سجاد: بسيار خوب. اگر اين نقطه را
باشد.

صادق: همچنين بايد داشته باشيم MA = MB، يعنی

= − + + − = + + + − =2 2 2 23 2 1 0 1 2 1 0MA ( a ) ( a ) ( a ) ( a ) MB  
با به توان دو رساندن طرفين اين رابطه خواهيم داشت: 

(a -٣)٢+ (٢a+١)٢ = (a + ١)٢ + (٢a + ١)٢  
a٦-٢a + ٩ = a٢ + ٢a + ١  
a =١  

سجاد: پس جواب مسئله نقطه (١,٣)M است. 
صادق: اين مسئله را می توانيم به صورت هندسی نيز حل کنيم. نقاطی که از دو نقطه 
A و B به يک فاصله اند روی عمودمنصف پاره خط واصل آن دو نقطه قرار دارند. پس نقطه 
M روی عمودمنصف AB است؛ ازطرف ديگر M روی خط y =۲x +۱ است، پس M محل 

برخورد اين دو خط است. 

M

AB

حل يك مسئله
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تذکر:
برخی معادلات  دارای عبارت های راديکالی از مجهول هستند که آن ها را معادلات گنگ می نامند. برای حل 
آن ها با توان رسانی طرفين معادله و در صورت لزوم تکرار آن و ساده کردن، معادله ا ی بدون عبارت گنگ به دست می آيد 
که آن را حل می کنيم. جواب های به دست آمده بايد در معادلهٔ اصلی آزمايش شوند زيرا عمليات توان رسانی ممکن 

است جواب های اضافی توليد کنند.

+ را حل می کنيم. + =15 2 80 5x معادلهٔ 
با به توان دو رساندن طرفين معادله خواهيم داشت:

+ + =15 2 80 25x  
 + =2 80 10x  

دوباره طرفين معادلهٔ اخير را به توان ٢ می رسانيم. خواهيم داشت:
 2 80 100 10x x+ = ⇒ =  

جواب به دست آمده را در معادلهٔ اصلی قرار می دهيم: 
+ + = + = =15 20 80 15 10 25 5  

تساوی برقرار است و ١٠= x جواب معادله می باشد. 

آيا عدد صحيحی وجود دارد که جمع آن با جذرش برابر ٦  باشد.
+ برقرار شود. يعنی  =6x x اگر عدد مورد نظر را x بناميم بايد تساوی 

= −6x x  
با به توان ٢ رساندن طرفين معادله خواهيم داشت: 

x =٣٦ + x١٢-٢x  
با حل اين معادله خواهيم داشت:

 x =٩     ,      x =٤  

مثال

مثال
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با آزمايش جواب ها در معادلهٔ اصلی ديده می شود، ٩= x نمی تواند مورد قبول واقع شود و تنها جواب معادله 
٤= x می باشد.

 

?

?

:9 9 9 6

9 3 6

12 6

x = + =

+ =
=

 

?

?

:4 4 4 6

4 2 6

6 6

x = + =

+ =
=

 

*                

چرا يکی از جواب های معادلهٔ اخير در معادلهٔ اوليه صدق نمی کند؟ اين جواب اضافه به چه دليل ايجاد شده 
است؟ 

هريک از معادلات زير را حل کنيد.
= +2 3 4x x ب)   − + =5 1 3 0q الف) 

− = + +3 3 3 3 2p p ج) 

١ــ معادلات راديکالی زير را حل کنيد.

+ + =2 1 x x −                         ج) 
= −

+
1

1
1

x x
x

−                   ب)  =21 x x الف) 
1 توضيح دهيد چرا مجموعهٔ جواب تهی است؟ 2 3 0x x− + − + = ٢ــ بدون حل معادلهٔ 

٣ــ در هر يک از فرمول های زير متغير خواسته شده را بر حسب ساير متغيرها بيابيد.

(الف
 

= =
2kV , k ?
m

(ب                          
 

= =
π
1
2

F LC , L ?  
 

تمرين در كلاس

مسائل
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(ج
 

= =
+
nEI , n ?

R nr
(د                         

 

PV PV , T ?
T T

= =1 1 2 2
1

1 2

 

= (ه + =21A p( i ) , i ?  

y= و y = -x +۱ در روبرو رسم  x نمودار دو تابع 
شده است.

۱ــ اگر طول نقطه تلاقی اين دو نمودار a باشد، نشان 
− است.  + =1x x دهيد a يک جواب معادله   

جواب  يک   a مانند  عددی  بدانيم  اگر  برعکس  ۲ــ 
تلاقی  نقاط  از  يکی  طول   a آيا  است،   − + =1x x معادله 

دو نمودار است؟
= فقط يک جواب دارد که درفاصله [۱, ۰] قرار  − +1x x ۳ــ از طريق شکل بالا استدلال کنيد که معادله 

دارد. 
= چيست؟ − +1x x ۴ــ مقدار دقيق جواب معادله 

به کمک فعاليت بالا قضيه زير به دست می آيد.
قضيه:

اگر y = f(x) و y = g(x) دو تابع بـاشند؛ طـول نقـاط مـحل تـلاقی نـمودار ايـن دو تـابع جـواب های معادله  
f(x) = g(x) خواهند بود و برعکس هر جواب اين معادله، طول يکی از نقاط محل تلاقی نمودار اين دو تابع است.

اين شيوهٔ حل معادلات را که از طريق آن تعداد جواب ها و مقدار تقريبی جواب ها قابل تشخيص است، روش هندسی (نموداری) 
حل معادلات می نامند.

1

10

+= xy

xy=

حل معادلات به روش هندسی
تاکنون با حل انواعی از معادلات با روش های جبری آشنا شده ايم. در اينجا می خواهيم با روش ديگری از حل 
معادلات آشنا شويم که از برخی لحاظ بر روش جبری ارجحيت دارد. دراين روش مقدار تقريبی جواب ها و تعداد جواب ها 
آسان تر مشخص می شوند. حتی در برخی مثال ها حل جبری امکان پذير نيست ولی حل با روش هندسی امکان پذير است.

فعاليت 8
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معادلهٔ  ٢x = ٢ + ٢x را به روش هندسی حل می کنيم.
کافی است نمودار توابع  ٢x= y , ٢+ ٢x = y را رسم 

کنيم و محل تلاقی نمودارها را به  دست آوريم. 
از روی نمودار واضح است که معادله دارای جوابی 
بين ١- و صفر و يک جواب مثبت است و معادله فقط همين 

دو جواب را دارد. 
جواب مثبت اين معادله ٣ است ولی جواب ديگر را 
و  آزمون  روش  با  اما  آوريم  به دست  نمی توانيم  دقيق  به طور 
خطا که در سال های قبل آموخته ايد می توانيد تقريبات اعشار 

جواب را با دقت مورد نظر به دست آوريد.

x را از طريق  x x+ − =2 12 2 تعداد جواب های معادلهٔ 
جواب های  جبری  روش  از  استفاده  با  سپس  می يابيم،  هندسی 

معادله را به طور دقيق تعيين می کنيم.

y را می شناسيد. توجه داريم که اين تابع  x= نمودار تابع 1
در ٠= x  تعريف نمی شود و شامل دو شاخـه در ربع اول و سوم 
می باشد. با استفاده از رسم تابع y = x٢  و انتقال نمودار آن، تـابع 

٢- ٢x +y = x٢ را رسم می کنيم. توجه داريم که
y = x۲ + ۲x -۲ = (x+۱)۲ -۳          

از روی شکل می توان حدس زد که يکی از جواب ها 
١ خواهد شد و با جای گذاری ١= x در معادله، درستی اين حدس تأييد می شود. شکل نشان می دهد که اين معادله 
دو جواب ديگر هم دارد که منفی هستند. اگر مقدار دقيق جواب ها را بخواهيم ابتدا با ضرب طرفين معادله در x آن 
را به صورت ٠ = ١- ٢x - ٢x٢ + x٣ می نويسيم. چون چندجمله ای ١- ٢x - ٢x٢ + x٣  بر  ١- x بخش پذير است، 

داريم:
x٢ + ٣x٢ - ٢x - ١ = (x -١)(x٣ + ٢x +١) =٠  

3 5 1
2

x , x− ±= = در نتيجه   

مثال

مثال
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x را به روش هندسی و جبری حل کنيد و جواب های به  دست  آمده را مقايسه کنيد.  x x+ − = +21 2 ۱ــ معادله 1
۲ــ تعداد جواب های معادله x -۲sin x =۰ را مشخص کنيد. 

x جواب ندارد. x= ۳ــ از طريق جبری و هندسی نشان دهيد معادله 1+

١ــ با روش هندسی به طور تقريبی هر يک از معادلات زير را حل کنيد و در صورت امکان جواب های دقيق را 
با روش جبری به  دست آوريد.

 x xx
− = −2 1 5 ب)     x x− = −1 3 الف) 

x x x+ = +22 2 د)   ٢x = xج) ٢
٢ــ به روش نقطه يابی نمودار تابع y = x٣ را رسم کنيد. سپس با استفاده از انتقال نمودار تابع ٣(١+ x) = y  را 

رسم کنيد و جواب های معادلهٔ ٥ + ٣x- = ٣(١+ x) را با روش هندسی به طور تقريبی  به دست آوريد.

 |a| را با a عددی حقيقی باشد، قدرمطلق a در سال های قبل با مفهوم قدرمطلق و تابع قدرمطلق آشنا شديد. اگر
نشان می دهيم. اگر a مثبت يا صفر باشد، |a| برابر خود عدد a و اگر a منفی باشد، |a| برابر قرينه a است. اين مطلب 

را به صورت زير می توان خلاصه کرد. 
a a

a
a a

≥= 
− <

0

0  

قدرمطلق و ويژگی های آن

۱ــ حاصل هريک از عبارات زير را بدون علامت قدرمطلق بنويسيد.
) (الف )− − −2 3 1−  (ب    2 3− (ج   5

۲ــ عبارات زير را به ساده ترين صورت بنويسيد. 
4− (الف 2 3 x (ب  x+ +4 22 1  

۳ــ عبارت «فاصلهٔ بين دو عدد x و a کمتر از ۰/۰۱ است» را با استفاده از نماد قدرمطلق بنويسيد.

تمرين در كلاس

تمرين در كلاس

مسائل
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تمرين در كلاس

فرض کنيد a و b دو عدد حقيقی باشند: 
 ab a b= a نشان دهيد  a=2 ۱ــ با توجه به اين که 

 =
aa

b b
۲ــ با فرض b ≠ ۰ و استفاده از قسمت قبل ثابت کنيد: 

.  -c ≤ x ≤ c  :با استفاده از استدلال زير توضيح دهيد چگونه می توان نتيجه گرفت (c ≥۰) |x| ≤ c ۳ــ اگر
x c x c x c x c ( x c )( x c )≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − + ≤2 2 2 2 2 2 0 0  

با توجه به تعريف قدرمطلق می توان عبارات قدرمطلقی را ساده نمود. 

y را رسم می کنيم.  x= − +2 نمودار 1
 با رسم نمودار اين تابع از طريق انتقال های مناسب نمودار |y = |x آشنا هستيد، ولی در اينجا می خواهيم با 

استفاده از مفهوم قدرمطلق و ساده کردن عبارت اين کار را انجام دهيم.
ابتدا جدول تعيين علامت ٢- x را تشکيل می دهيم و از طريق آن علامت ٢- x را تشخيص می دهيم. 

۲       x

-                                 +                    x -2

 -x +۲                         x -۲                       |x -2|

- x + ۳                        x-۱                        |x -2| +1

 

x x
y x

x x

− + ≤= − + = 
− <

3 2
2 1

1 2
 

1= xy

3

2

+= xy

مثال
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.  |a| ≤ c ثابت کنيد -c ≤ a ≤ c و c ≥۰ ۴ــ اگر

- |a| ≤ a ≤ |a| و |a|٢ = aو ٢  |-a| = |a| ثابت کنيد a ١ــ برای هر عدد حقيقی
٢ــ برای هر دو عدد حقيقی a و b ثابت کنيد: |a|-|b| ≤ a + b ≤ |a| + |b|- و نتيجه بگيريد:

|a+b| ≤ |a| + |b|  
(خاصيت بالا را خاصيت نامساوی مثلث می نامند.)

٣ــ برای هر دو عدد حقيقی x و y  ثابت کنيد: |y | ≤ |x| + |y-x | و نتيجه بگيريد:
| y | - |x| ≤  | y -x|  

 . a < -c يا a > c نشان دهيد |a| > c و c >٤  ــ اگر ٠
قدرمطلق  از  استفاده  بدون  را  زير  توابع  ضابطهٔ  مطلق،  قدر  داخل  عبارت های  علامتِ  تعيين  کمک  به  ٥  ــ 

بنويسيد.
y = |x -۱|+|x +۲| (ج  f(x) = |x +۱|-ب) ٢  f(x) = x|x| (الف

                   معادلات قدرمطلقی

 فاصله چه نقاطی روی محور اعداد از نقطه متناظر ۵ برابر ۲ است؟

5

2 2

 برای حل اين مسئله ابتدا شکل زير را رسم می کنيم.

اگر طول نقطه جواب را x بناميم شرط مسئله به معنای آن است که ٢ = |٥- x|. اين يک معادله بر حسب مجهول  x است. 
 |x -جواب های هر کدام از اين دو معادله، جواب معادله ٢ = |٥ .x -يا ٢- = ٥ x -به معنای آن است که ٢ = ٥ |x -شرط ٢ = |٥

می باشند. در نتيجه x =۷ و x = ۳ دو جواب آن معادله هستند.

x c c

))(( +xx c c + +

حل يك مسئله

مسائل
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به طور کلی قضيه زير برقرار است.
قضيه:

  f(x) = -g(x) و  f(x) = g(x)   همان جواب های دو معادله | f(x)| = |g(x)| جواب های يک معادله به صورت
روی هم هستند. به معادلاتی نظير اين معادلات که شامل عبارات قدرمطلق هستند معادلات قدرمطلقی  گويند.

برای يافتن جواب اين معادلات با استفاده از خواص قدرمطلق و حذف علامت قدرمطلق معادلهٔ ساده شده را حل می کنيم.

 ٢x -۳= ± x معادله  دو  جواب های  همان  معادله  اين  جواب های  می کنيم.  حل  را   |٢x -۳|= |x| معادلهٔ   :١
هستند که نتيجه می شود ٣ و ١ جواب های آن هستند.
٢: معادلهٔ ٢x + ٤ =|x +۱| را حل می کنيم.

توجه داريم که سمت چپ عبارت متناظر معادله نامنفی است پس بايد داشته باشيم: ٢x + ٤ ≥ ٠ در نتيجه 
x ≥ ٢-. حال دو معادله (٢x+٤ )± = ١+ x را حل می کنيم. 

1 4 2 3x x x+ = + ⇒ = −  
.-٢ ≤ x اين جواب قابل قبول نيست، زيرا بايد

51 4 2
3

x ( x ) x+ = − + ⇒ = −  
اين جواب قابل قبول است.

معادلات قدرمطلقی زير را حل کنيد.
 x|-۱| = ۵|| (الف

  ۲x-۱| + |x| =۷| (ب

 x|x| = -۴  (ج

تمرين در كلاس

مثال



فصل 1 محاسبات جبری ، معادلات و نامعادلات

٣٧

در شکل روبه رو نمودار تابع y = x۲-۲ آمده است. 
را    f(x) = |x۲ -۲| تابع  نمودار   x۲-۲ به علامت  توجه  با  ۱ــ 

رسم کنيد.
۲ــ نمودار y =۲ را رسم کنيد و محل تلاقی آن با نمودار تابع 

|f(x) = |x۲ -۲  را مشخص کنيد.
۳ــ جواب های معادلهٔ ٢= |x۲ -۲| را با استفاده از بند ۲ به طور 

تقريبی تعيين کنيد.
با  و  کرده  حل  را   |x۲ -۲| =٢ معادلهٔ  جبری  به روش  ۴ــ 

جواب های به  دست آمده در بند ۳ مقايسه کنيد.

با توجه به تجربه بالا در رسم نمودار تابع |y = |x۲-۲ می توانيد رابطه بين نمودار دو تابع f(x)  و |f(x)   | را به  دست آوريد. 
 |   f(x)| و  f(x) يعنی در اين بازه ها نمودار . |   f(x)|= f(x)مثبت است و f(x) ها استxبالای محور  f(x) در بازه هايی که نمودار
بازه ها  اين  در  يعنی   .|   f(x)|= -f(x) و  است  منفی   f(x) است  xها  محور  پايين    f(x) نمودار  که  بازه هايی  در  اما  است.  منطبق  هم  بر 

نمودار |f(x)   | تصوير آيينه ای نمودار f (x) است. 
تذکر:

برای رسم نمودار |f(x) | کافی است نمودار f(x) را رسم کنيم و در جاهايی که نمودار f(x) زير محور xها است 
تصوير آيينه ای نمودار f(x) را رسم کنيم.

2= −xy

2

2

−

فعاليت 9

− π π 2π

1

−1

− 2π

y = sinx

− π π 2π

1

− 2π

y =  sinx
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sin را در بازه [π , π-] به  دست آوريد. x = 1
2

۱ــ به روش هندسی جواب های معادلهٔ 
۲ــ معادلهٔ |٢x -|x = |x۲ -۱| را با روش هندسی حل 

کنيد.
y و يک  x= +1 ۳ــ در شکل روبه رو نمودار تابع 
تابع قدرمطلقی که نمودار آن نسبت به خط ١= x متقارن است  
تلاقی  نقاط  طول  آن  جواب های  که  معادله ا ی  می شود.  ديده 
اين دو منحنی است را تشکيل دهيد و به روش جبری آن را 

حل کنيد.

y را رسم می کنيم.
x

= 1 ١: نمودار تابع  

x را حل می کنيم. x= −2 ٢: به روش جبری و نموداری (هندسی) معادلهٔ 
 x٢ + x  - در نتيجه ٠ = ٢  x٢ = ٢ -  x :در روش جبری با به توان دو رساندن طرفين معادله خواهيم داشت

که جواب های آن  ٢- = x  , ١= x هستند که هر دو در معادلهٔ 
اصلی صدق می کنند پس معادله دو جواب دارد.

و   y = |x| توابع  نمودارهای  هندسی  روش  در 
دو  تلاقی  محل  طول های  می کنيم.  رسم  را   y x= −2

نمودار جواب های معادله اند.

xy =

22 1

1+= x

1

1

تمرين در كلاس

مثال

||
1

x
y=

x

y

xy 1=

x

y
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١ــ هريک از معادلات قدرمطلقی زير را حل کنيد و مجموعهٔ جواب آن را مشخص کنيد.
                  |٢x-٢-٣ = |٣x (ج  |yب) ٧ = |٢-٢  |٢t-الف) ٠= ٣-|١

٢ــ نمودار هريک از روابط زير را رسم کنيد. سپس به ازای ٣= y معادله به  دست آمده را با روش هندسی و 
جبری  حل کنيد.

  xy x | x |= + ب) |x-١| + |y = |x  ج)   y = |٢x-الف) |٤

 در سال قبل با تعيين علامت چندجمله ای ها و استفاده از آن در حل نامعادله های درجهٔ دوم آشنا شديد. هر نامعادلهٔ 
درجه دوم را با استفاده از جدول تعيين علامت و خواص نامساوی ها می توان حل نمود. 

۱ــ هريک از نامعادلات زير را حل کنيد.
 ( ۱+ x۲)(١- x۲) ≤ ۰ (ب  x۲ - ۵x +۶ ≤ ۰ (الف

(۱-x)(x +۲) > ۲x۲ -۱ (ج  x+ 11 < x (د
۲ــ در هر يک از حالت های زير نمودار تابعی، مانند P(x) داده شده است. مجموعه جواب نامعادلهٔ داده شده 

را مشخص کنيد.

 

o)(x
)x

P

y

x x

o(P

y

−2 3 −1 1

هٔ

نامعادلات ــ نامعادلات قدرمطلقی

تمرين در كلاس

مسائل
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مجموعه جواب هريک از نامعادلات زير را مشخص کنيد. 
 |۲-۳x| > ۵ (ب    x x− ≤ +1 1 الف)  

از  نامعادلاتی که دارای عبارت های قدرمطلقی هستند، نامعادلات قدرمطلقی می نامند. برای حل اين گونه نامعادلات عموماً 
دو خاصيت مهم قدرمطلق استفاده می کنند.

.-k ≤ u ≤ k معادل با آن است که |u| ≤ k عددی مثبت باشد، نامساوی k اگر
 .-u ≥ k يا u ≥ k معادل است با آن که |u| ≥ k و نامساوی 

١: نامعادلهٔ ٧ ≥ |١- ٢x| را حل می کنيم.
x x x x− ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤2 1 7 7 2 1 7 6 2 8 3 4  

مجموعه جواب بازه  [٤, ٣-] می باشد زيرا نتيجه گيری های بالا در جهت عکس نيز برقرارند.
٢: نامعادلهٔ ٥ ≤ |٣x-٦| را حل می کنيم.

مجموعه جواب اين نامعادله، اجتماع مجموعه جواب های دو نامعادله ٥ ≤ ٣x-٦ و ٥ ≤ (٣x-٦)- است. مجموعه جواب 

] است و اجتماع اين دو بازه مجموعه جواب نامعادله اصلی است.  , )11
3

∞ ) و مجموعه جواب دومی   , ]1
3

−∞ اولی بازه 
٣: نامعادلهٔ ٣ ≤ |١+ ٢x| را حل می کنيم.

اين نامعادله را می توان مانند مثال قبل حل کرد. اما از روش ديگری هم می توانيم استفاده  کنيم. با توجه به مثبت 
بودن طرفين نامساوی، طرفين را به توان دو می رسانيم و نامعادله را حل می کنيم.

2 2 2 22 1 9 4 4 1 9 4 4 8 0 2 0( x ) x x x x x x+ ≥ ⇒ + + ≥ ⇒ + − ≥ ⇒ + − ≥  
( x )( x )⇒ + − ≥2 1 0  

جدول  از  اخير  نامعادلهٔ  حل  برای 
 تعيين علامت استفاده می کنيم.

= مجموعه جواب ( , ] [ , )2 1∪−∞ − +∞  
توجه داشته باشيد که برای دو عدد 
مثبت a و b شرط a ≤ b معادل با آن است 

.a۲ ≤ b۲ که

x

)1)(2

2 1

( += xxP + +

P0

تمرين در كلاس

مثال
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حل نامعادلات از طريق نموداری (هندسی)

1

1( += xxg

1)

)

( = xxf

چنين  جبری  حل  کلی  حالت  در  می باشند.  تابع  دو   g f  و  که  نوشت    f(x) < g(x) شکل  به  می توان  را  دلخواه  نامعادلهٔ  يک 
نامعادله ای ممکن است بسيار پيچيده و حتی ناممکن باشد. اما اگر بتوانيم نمودارهای اين توابع را رسم کنيم، مجموعه جواب اين 

نامعادله دقيقاً برابر مجموعه نقاطی مانند x است که در اين نقاط نمودار f  زير نمودار g قرار می گيرد.
برای مشخص کردن مجموعه جواب نامعادلهٔ f(x) < g(x)  پس از رسم توابع f و g مقاديری از دامنه مشترک دو تابع را مشخص 
می کنيم که عرض نقاط نمودار تابع f از عرض نقاط نمودار تابع g کمتر باشد. در شکل زير دامنهٔ مشترک دو تابع [a , b] می باشد. فقط 

در بازهٔ (a , c) ، عرض نقاط نمودار f از عرض نقاط نمودار g کمتر است، پس جواب نامعادله بازهٔ (a , c) می باشد. 

a

)(xf)(xg

c b

فعاليت 10

  f(x) = |x -۱| در شکل روبه رو نمودار توابع
)g رسم شده است.  x ) x= +1 و 

۱ــ نقاط x که f(x) < g(x) را از طريق شکل 
مشخص کنيد.

 f که در آن نقاط نمودار x ۲ــ مجموعهٔ نقاط
زير نمودار g قرار می گيرد را مشخص کنيد.

۳ــ مجموعه نقاط بند (٢) با نقاط بند (١) چه 
رابطه ای دارند؟ 
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 نامعادلات زير را با روش جبری حل کنيد.

١) x٢- ٣x٢ + x ≥ ٠  ٢) x
x
− >2 1 1  

٣)
 

x x
x x
+ − ≤

−
1 2

1
  ٤) |x-٢| ≤ x  

نامعادلات زير را با روش هندسی حل کنيد و مجموعه جواب آن ها را مشخص کنيد.

 ٥)  x٢ ≥ ٢x   ٦) x x− < −1 1    ٧) xx <1

 
نامعادلات زير را با روش هندسی و جبری حل کنيد.

 ٨)  x +١ < |x|  ٩) |x١- ٢| ≤ |x + ١٠  |١) |x| + |x-٥ ≥ |١

نامعادلهٔ ١- x٢ > |١+ x| را با استفاده 
می کنيم.  حل  (هندسی)  نموداری  روش  از 
نمودار توابع  |١+ x| = y١  و  ١- x٢= y٢  را 

رسم می کنيم. 
بايد مجموعه نقاطی را تعيين کنيم که در آن 

نقاط نمودار y١  زير نمودار y٢ واقع شده باشد. 
 ( , )∞2 ) و  , )−∞ −1 اجتماع دو بازه 

مجموعه جواب نامعادله است.

با توجه  به نمودارهای  رسم   شده، 
x را  x− + ≥ − −2 3 نامعادلهٔ 1

حل کنيد.

21-

1
1

+= xy
12

2= xy

|3 1|= xy

2+= xy

تمرين در كلاس

مثال

مسائل
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تابع

برق توليد شده توسط توربين هاى بادى تابعى 
از سرعت باد است.

        125
1.  تابع: يادآورى وتكميل

2.  رسم نمودار توابع  
3.  اعمال جبرى روى توابع

4. تركيب توابع  
5. توابع زوج و توابع فرد و توابع صعودى و توابع نزولى  

6. توابع يك به يك و توابع وارون
7. توابع چند جمله اى و توابع متناوب

8. توابع پله اى و تابع جزء صحيح

8v3
P(v) =
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در سال گذشته با مفهوم تابع و برخی از انواع آن و نيز کاربردهايی از تابع آشنا شديد. همان گونه که ديديد يک 
تابع از مجموعه  A به مجموعه B رابطه ای بين اين دو مجموعه است که به هر عضو A دقيقاً يک عضو از B را نسبت 

می دهد. در اينجا تعريف تابع را با دقت بيشتری توضيح می دهيم.

1

2

3

A B

1

2

3

A B

تابع: يادآوری وتکميل

فرض کنيد محصولات يک کارخانه از نظر کيفيت در دو نوع «الف» و «ب» دسته بندی شوند. 
الف) چرا رابطه ای که به هر محصول، کيفيت آن را نسبت می دهد يک تابع است؟

ب) فرض کنيد سه محصول ١، ٢ و ٣ از توليدات اين کارخانه را اختيار کرده ايم. در زير دو تا از توابعی که از
A به B می تواند برقرار شود را نشان داده ايم.

بردهای اين دو تابع با هم چه تفاوتی دارند؟
 B را با نمودار ون نشان دهيد. در کدام يک از اين توابع برد تابع همان مجموعه B به A ج) همه توابع ممکن از

می شود؟

تذکر:
از تعريف تابع نتيجه می شود که اگر تابعی از A به B با نمودار ون نمايش داده شده باشد، 

الف) از هر عضو A بايد دقيقاً يک پيکان خارج شود.
ب) لازم نيست که به هر عضو B دقيقاً يک پيکان وارد شود. ممکن است به يک عضو B يک پيکان، يا بيش 

از يک پيکان وارد شود يا آن که اصلاً پيکانی وارد نشود.

تمرين در كلاس

الف

بب

الف
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کدام يک از نمودارهای زير يک تابع را مشخص می کنند؟

a

b

c

m

n

p

                                                                                                                                                                        

تذکر:
 B باشد. مجموعه B است ولی لزومی ندارد که برد آن همان مجموعه A باشد، دامنه آن B به  A تابعی از  f اگر
را هم دامنه يا مقصد تابع f  می نامند. برد يک تابع زير مجموعه ای از هم دامنه آن است و ممکن است مساوی هم دامنه 

نيز بشود.

تمرين در كلاس

فعاليت 1

١ــ جدول زير را کامل کنيد و نمودار توابع داده شده را رسم کنيد.

s(x)= x −2t( x ) x= −2h(x)= x +4 1g( x ) x= 2f(x)= x2تابع

[٢,٣]IRIRدامنهاعداد حقيقی مثبتاعداد حقيقی منفی

برد

٢ــ شباهت ها و تفاوت های اين توابع را مشخص کنيد.

  (الف)

a

b

c

d

e

   (ب) 

a

b

c

d

e

   (ج)

a

b

c

d

e

d

e

f

a

b

c

a
b
c
d

m
n
p
q

   (و)   (هـ)   (د)
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: →f A B به طور کلی اگر f  تابعی از مجموعه A به مجموعه B باشد، می نويسيم:      
اين نمادگذاری نشان می دهد که f  تابعی با دامنه A  و مقادير در B است، ولی ضابطه f  در اين نمادگذاری مشخص نمی شود و 

جداگانه بايد ارائه شود. به طور مثال تابع g  داده شده در فعاليت صفحهٔ قبل را می توان به يکی از صورت های زير نمايش داد:

   :g IR IR− → ب)  يا   :g IR IR− +→ الف) 
  = 2g( x ) x             = 2g( x ) x  

) است و در طرف چپ پيکان آمده است. اما در نمايش (الف)  −IR در هر دو نمايش دامنه تابع، مجموعه اعداد حقيقی منفی(
) است که در طرف راست پيکان آمده است و در نمايش (ب) هم دامنه تابع، مجموعه  +IR هم دامنه تابع، مجموعه اعداد حقيقی مثبت (
اعداد حقيقی است که در طرف راست پيکان آمده است. در نمايش دوم به جای مجموعه اعداد حقيقی هر مجموعه ديگری را که 

شامل برد تابع باشد را نيز می توان نوشت. 
در هر تابع سه ويژگی زير اهميت دارند:

١ــ دامنه       ٢ــ هم دامنه       ٣ــ دستور يا قانونی که نحوه ارتباط بين اعضای دامنه و اعضای هم  دامنه را نشان می دهد. 
هنگامی که دستور يا قانون تابع در قالب يک عبارت جبری قابل بيان باشد، آن را يک ضابطه جبری می ناميم.

مثال

تابع  يک  ضابطه  که  باشيد  داشته  توجه  هستند.  جبری  ضابطه  دارای  قبل  فعاليت  در  شده  داده  توابع  همه   :١
مشخص نمی کند که دامنه آن تابع چه بايد باشد و دامنه تابع  مستقلاً بايد ارائه شود.

مثبت  اعداد  در  نيز  آن  مقدارهای  بگيريم،  نظر  در  دامنه [٠,١]  با  اگر  f را  ( x ) x= −2 ضابطه   با  تابع   :٢
می باشند، در اين صورت می توانيم بنويسيم:

:[ , ] ( , )→ ∞01 0f

f ( x ) x= −2

, است. 
 1 2 برد اين تابع مجموعه 

موارد زيادی پيش می آيد که توابع را صرفاً  با ارائه  ضابطه معرفی می کنند و اشاره ای به دامنه  نمی شود در اين 
موارد طبق قرارداد دامنه تابع، بزرگترين مجموعه ای است که ضابطه ارائه شده، روی آن مجموعه تعريف شده است.

f به عنوان تابع ارائه شده باشد و مستقيماً دامنه ارائه نشده باشد، طبق قرارداد دامنه  ( x ) x= − 24 ٣: اگر 
است.  شده  تعريف  آن  روی   − 24 x ضابطه  که  است  مجموعه ای  بزرگترين  بازه  اين  زيرا  است.    [-٢,٢] بازه  آن 

) است. , ]−∞ 2 f بازه  ( x ) x= −2 همچنين دامنه تابع با ضابطه 
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} چند تابع از A به B وجود دارد؟  }B p,q= } و  }A a,b,c,d= ١ــ اگر 
٢ــ اگر مجموعه  A دارای m عضو و مجموعه  B دارای n عضو باشد، چند تابع از A به B وجود دارد؟ 

٣ــ تابعی مثال بزنيد که دامنه آن (∞+ , ٢-] باشد. 
 g يـک به يـک باشد ولی  f بسازيد که دامنه هر دو برابر [٢,٥] و برد هر دو [٠,٤] و g و  f ٤ ــ دو تابع مانند

يک به يک نباشد. 
٥ ــ در مستطيلی به عرض w و محيط ٤٠ متر يک لوزی محاط شده است. هر رأس لوزی دقيقاً بر وسط يکی 

از اضلاع منطبق است. مساحت لوزی را به عنوان تابعی از عرض مستطيل بيان کنيد.  

٦ــ اختلاف دو عدد برابر ١٢ است. حاصل ضرب دو عدد را به عنوان تابعی از عدد کوچکتر بيان کنيد. 
٧ ــ با ١٥٠ متر نرده يک زمين مستطيل شکل را محصور و از وسط با نرده مانند شکل آن را به دو قسمت 

مساوی تقسيم کرده ايم. مساحت ناحيه محصور شده را به عنوان تابعی از عرض مستطيل بيابيد.

مسائل

 ـ توابع زير را رسم کنيد.  ٨ ـ

     (الف
:[ , ] →1 2f IR     (ب   

:[ , ]− →5 5g IR

f ( x ) x= −3 1                                        g( x ) x=         
٩ ــ مساحت مثلث قائم الزاويه ای ٢٥ سانتی متر مربع است. طول وتر اين مثلث را به عنوان تابعی از يک ضلع 

آن به دست آوريد. 
)g درستی يا نادرستی هر يک از گزاره های زير را بررسی کنيد.  x ) x= f و  ( x ) x= 2 ١٠ــ اگر 

g( x ) g( x )=2 2 ب)   f ( x ) f ( x )=2 2 الف) 
g( x ) g( x )+ = +2 د) 2  f ( x ) f ( x )+ = +2 2 ج)  
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                        تساوی دو تابع
)xg با هم مساويند؟ اگر  x )

x
=

2 f و  ( x ) x= چه وقت دو تابع را مساوی می دانيم؟ برای مثال آيا دو تابع 
نمودار اين دو تابع را رسم کنيم متوجه می شويم از هر نظر بر هم منطبقند غير از آن که تابع g در صفر تعريف نشده است. 

همين تفاوت نشان دهنده آن است که اين دو تابع دامنه يکسانی ندارند، پس نمی توانند مساوی باشند.
هم  بر  دقيقاً  آن ها  نمودارهای  که  برابرند  هم  با  وقتی  تابع  دو  تابع،  يک  کننده  مشخص  ويژگی های  به  توجه  با 
منطبق باشند. به عبارت ديگر هيچ نقطه ای يافت نشود که به يکی از نمودارها تعلق داشته باشد ولی روی ديگری واقع 

نباشد.
با توجه به اين تعريف، اگر دو تابع به صورت مجموعه زوج های مرتب داده شده باشند هنگامی با هم برابرند که 

مجموعه های زوج های مرتب داده شده با هم مساوی باشند. 

مثال

١:  دو تابع که نمودار آن ها در زير داده شده است مساوی نيستند. 

به روشنی ديده می شود که اين نمودارها يکی نيستند و حتی دامنه و برد اين دو تابع با هم فرق می کنند. 
٢: دو تابع که نمودار آن ها در زير داده شده است مساوی نيستند. 

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

0

y
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y
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اگر چه دامنه و برد اين دو تابع مساوی هستند، ولی نمودارهای اين دو تابع با هم تفاوت دارند که نشان می دهد 
ضابطه  آن ها با هم فرق می کنند. توجه داشته باشيد که اگر دو تابع دارای دامنه ها و بردهای يکسان باشند، لزوماً با هم 

برابر نيستند. 

در کدام سطر دو تابع داده شده با هم برابرند؟ 

}  (الف  }f ( , ),( , )= 12 5 9                    { }g ( , ),( , )= 15 29

f    (ب : IR IR→      g : IR IR→

    f ( x ) x=                 g( x ) x= 2                                         

]:  (ج , ] [ , ]→12 14f          g : IR IR→     
   f ( x ) x= 2                     g( x ) x= 2                                 

}  (د }f ( a,b ),( c,d ),( e, f )=     { }g ( e, f ),( a,b ),( c,d )=  

f (هـ ( x ) x= +1                    xg( x ) +
=
2 2
2    

f (و ( x ) tan x=                    sin xg( x )
cos x

=

xf (ز ( x )
x
−

=
−

2 4
2                  g( x ) x= +2

تعريف:
دو تابع f و g را مساوی ناميم هرگاه: 

الف) دامنه f و دامنه g با هم برابر باشند. 
f ( x ) g( x )=           ( g يا)  f   از دامنه x ب) برای هر

تمرين در كلاس
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يک شرکت حمل و نقل کالا برای محاسبه هزينه حمل کالا، به شکل زير عمل می کند. اين شرکت در صورتی 
که وزن کل از ٢ تن کمتر باشد، به ازای هر کيلوگرم دو تومان کرايه دريافت می کند، اگر وزن کالا حداقل ٢ تن ولی 
از ٣ تن کمتر باشد، شرکت به ازای هر کيلو گرم ٣ تومان و در صورتی که وزن کالا لااقل ٣ تن و حداکثر ٥ تن باشد، 

شرکت برای هر کيلو گرم ٤ تومان دريافت می کند. 
الف) کرايه حمل کالايی که ٢/٥ تن وزن دارد چقدر است؟ 

ب) جدول زير را کامل کنيد: 

x x≤ <0 2000 2

� �
� �

x                                       

ج) اين جدول تابعی را مشخص می کند. نمودار اين تابع را با انتخاب مقياس مناسب رسم کنيد. 
د) اگر اين تابع را f بناميم    با   استفاده از   (ب) ضابطه تابع را به طور کامل بنويسيد.

 
≤ <

 ≤ <
 ≤ ≤

2 0 2000

2000 3000

3000 5000

x x
f ( x ) =   ..... x

..... x

 

بـا  قبلاً  می نـامند.  ضابطه ای  چند  توابع  می شوند  تعريف  مختلف  ضابطه های  با  آن،  دامنه  از  مختلف  بخش های  در  که  توابعی 
f يک تابع چند ضابطه ای است که می توان آن   را به  ( x ) x= نمونـه هايی از اين توابع برخورد داشته ايد. برای مثال تابع قدر مطلق 

شکل زير نوشت. 

x x
f ( x )

x x
− <

=  ≤

0

0
  

کرايه حمل  وزن کالا

فعاليت 2

توابع چند ضابطه ای
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(ب)(الف)

x

y

x

y

١ــ در زير نمودارهای دو تابع داده شده است. ضابطه های آن ها را بيابيد و دامنه و برد هر يک را مشخص 
کنيد. 

تمرين در كلاس

             معادلات و توابع
معادلاتی که دارای دو متغير مانند x  ,  y هستند، يک رابطه را نشان می دهند. برخی از اين روابط، ضابطه تابعی 
را معلوم می کنند. بسياری از توابع از طريق يک معادله ارائه می شوند اما توجه داشته باشيد اين طور نيست که يک 

معادله دو متغيره بر حسب x  ,  y حتماً ضابطه يک تابع را نشان بدهد. 

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1
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٢ــ نمودار توابع  چند ضابطه ای زير را رسم کنيد و دامنه و برد هر يک را بيابيد. 

                

 
                           

x x
x x

g( x ) h( x ) x x
x x x x

− − < + ≤ = = − ≤ ≤ 
<  + <

2

2

2 3 1
2 0

4 1 2
0 2 2

h(x)=
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f را به صورت يک تابع چند ضابطه ای بنويسيد و نمودار آن را رسم کنيد. به  ( x ) x x= + + −1 1 ١ــ تابع 
کمک نمودار برد تابع را معلوم کنيد.

٢ــ دامنه و برد هر يک از توابع چند ضابطه ای زير را بيابيد و ضابطه هر کدام را بنويسيد.

را   y که  است  مناسب  موارد  اين گونه  در  می دهد.  نشان  را   x حسب  بر   y تابع  يک   x y+ =2 1 معادله   :١
برحسب x به دست آوريم:

           x y y x+ = ⇒ = −2 21 1  
می بينيم که برای مقدار دلخواه x دقيقاً يک مقدار برای y  وجود دارد و در نتيجه y به صورت تابعی از x به دست 

می آيد. 
x يک تابع y برحسب x را نشان نمی دهد. زيرا با حل اين معادله و با يافتن y بر حسب  y− + =2 ٢: معادله 1

x مقدار يکتايی برای y به دست نمی آيد. 
           x y y x y x− + = ⇒ = + ⇒ = ± +2 21 1 1

) روی نمودار اين معادله  , )−8 3 ) و  , )8 3 y يعنی زوج های مرتب  = ±3 x داريم  = 8 برای مثال به ازای 
قرار دارند. بنابراين اين معادله نمی تواند ضابطه  يک تابع را نشان دهد (چرا؟).

مثال

مسائل

y

x1     2     3     4    5     6     7−4   −3  −2   −1

(ب)(الف)

−6

(−1,2)

4 x

y
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٣ ــ اگر 
x x

f ( x ) x x

x x

− − < −
= + − ≤ ≤


− <

5 8 2

1
5 2 4

2
10 2 4

 

مقدارهای (٦) f  , (٤)  f  , (٤ -) f  , (٠) f را حساب کنيد و نمودار تابع را رسم کنيد. 
٤ ــ تابعی چند ضابطه ای مانند f بنويسيد که در تمام شرايط زير صدق کند، سپس نمودار f    را رسم کنيد. 

 [-٢,٧] = f   [٣,٥-] و برد = f  الف) دامنه
f ( ) =0 3 ب) 

ج) f يک به يک نباشد. 
٥ ــ کدام يک از معادلات زير y را به صورت تابعی از x مشخص می کند. 

x (الف y+ =2 2 25 x (د         y= +1  

x (ب x
y

x x
+ ≤

=  − >

3 0

1 0
y (ه ـ  x=2 2  

y (ج x= x (و                  1+ =1  

 ـتابع  f با مشخصات زير داده شده است.  ٦ ـ
 f ( )− = −5 f و 2 ( ) =2 3 الف) 

ب) دامنه   f برابر همه اعداد حقيقی است. 
ج) تابع f در بازه [٠,٢] ثابت است. 

د) تابع  f  به هر عدد بزرگتر از ٢ مربع آن را نسبت می دهد. 
هـ) روی اعداد منفی، تابع خطی است و نمودار تابع محور x ها را در نقطه ٣- قطع می کند. 

تابع f  را رسم کنيد و ضابطه آن را بنويسيد. 
 ـکدام يک از زوج  توابع داده شده با هم مساويند؟  ٧ ـ

= (الف =f ( x ) x , g( x ) x2  

 (ب
x xf ( x ) , g( x ) xx

x

 −
≠= = + −

 =

2 9
3

33
5 3
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 (ج 
x xx x xf ( x ) , g( x ) xx

x

 −≠ ≠= =  −=  =

2 22 2
23 2

3 2

 

xf (د ( x ) , g( x ) x
x

= = + −
+ +

2
2

2
1 1

1 1
 

                   رسم نمودار توابع
  f(x) را با انتقال نمودار f ( x ) a+ سال قبل ديديم که با داشتن نمودار تابعی مانند f(x) می توانيم نمودار تابع 
به اندازه a واحد در امتداد محور y ها به دست آورد. اگر a >0، انتقال در جهت مثبت و اگر a <0، انتقال در جهت 

منفی خواهد بود. 

مثال

)g رسم شده است.  x ) x= −2 )h و  x ) x= + 3 f و  ( x ) x= ١: در شکل زير نمودار تابع 

 a را y f ( x )= = کافی است که نمودار  −y f ( x a ) همچنين به کمک مثال هايی مشاهده کرديد که برای رسم نمودار تابع 
واحد در امتداد محور xها انتقال دهيم. اگر a >0 ، انتقال در جهت مثبت و اگر a <0 انتقال در جهت منفی خواهد بود. 

y

x1     2     3     4    5     6     7     8     9−4   −3  −2   −1

−4

1

2

3

4

5

6

−2 

−1

−3

h (x) =    x + 3

f (x) =    x

g (x) =    x − 2



فصل 2 تابع

٥٥

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

−1

y =  x + 4 y =  x y =  x − 3

در اين جا می خواهيم با رسم نمودار توابع ديگری که از يک تابع داده شده مانند f(x) ساخته شده اند آشنا شويم.

af(x) رسم نمودار         

فعاليت 3

تعريف می کنيم. نمودارهای  g( x ) f ( x )= 3 f داده شده است. تابع g(x) را به صورت  ( x ) sin x= ١ــ تابع 
اين دو تابع در شکل های زير در بازه [π , π  -] رسم شده اند. با تکميل جدول توضيح دهيد که نمودارها چگونه رسم 

شده اند. دامنه ها و بردهای دو تابع را با هم مقايسه کنيد. 

π π
−π − π0

2 2
0 1

0 3

x

sinx
sinx

مثال

y در شکل زير رسم شده اند.  x= −3 y و  x= +4 y و  x= ٢: نمودار توابع 

٣
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 f(x) چگونه از نمودار h(x) رسم شده است. نمودار [-  π , π] نيز در بازه h( x ) f ( x )=
1
2

٢ــ نمودار تابع 
به دست می آيد؟ 

21 xy =

12= xy

عمارت ايل گلی ــ تبريز

− π π − π π

f (x) sinx=

f (x) sinx=

g(x)   sinx=  3

− π π − π π

f (x) sinx=f (x) sinx=

h(x)   sinx= 1
2

قرينه  زير  تابع  دو  نمودار  مثال  برای  يکديگرند.  قرينه  x ها  محور  به  نسبت   y f ( x )= − و   y f ( x )= تابع      دو  نمودار 
يکديگرند. 
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تذکر:
y به روش زير به دست می آيد:  f ( x )= y به کمک نمودار تابع  af ( x )= نمودار تابع 

الف) اگر ١<a نمودار f(x) در امتداد محور y ها با ضريب a کشيده می شود (انبساط عمودی). 
ب) اگر ١>a>٠ نمودار f (x) در امتداد محور yها با ضريب a جمع می شود (انقباض عمودی). 

a به طور عمودی  ج) اگر ٠>a، ابتدا نمودار f نسبت به محور xها آينه وار منعکس می شود، سپس با ضريب 
منبسط يا منقبض می شود. 

می توانيد  چه  تابع  دو  اين  بردهای  مورد  در  است.  يکی   y af ( x )= و   y f ( x )= تابع  دو  دامنه های  ١ــ 
بگوييد؟ 

 f ( x ) x= − +2 ] رسم کنيد و به کمک آن نمودار توابع  ,−4 3 f را در بازه [ ( x ) x= +2 ٢ــ نمودار تابع 
f  را رسم کنيد.  ( x ) x= − +2 2 f و  ( x ) x= +

1
2

4
و 

تمرين در كلاس

f(ax) رسم نمودار

فعاليت 4

f را با دامنه [١ ,١-] در نظر بگيريد و نمودار آن را رسم کنيد.  ( x ) x= −1 ١ــ تابع 
f را به دست آوريد و نمودار آن را رسم کنيد.  ( x )2 الف) دامنهٔ تابع 

1 را به دست آوريد و نمودار آن ها را رسم کنيد.  
3

f ( x ) f و ( x )3 ب) دامنهٔ توابع 
a در مورد رابطهٔ بين دامنه و نمودار تابع f(ax) با دامنه و نمودار تابع f(x) چه حدس می زنيد؟  ٢ــ اگر0<

مثال

بررسی  را   xf ( )
2

و   f ( x )2 توابع  چگونگی  و  می گيريم  نظر  در   [-٤, دامنه [٠  با  را   f ( x ) x= +4 تابع 
می کنيم. 

f مقدار x بايد به گونه ای  ( x ) x= +2 2 . برای تشخيص دامنه تابع جديد 4 f ( x ) x= +2 2 روشن است که 4
f بازه [٠, ٢-] می باشد.  ( x )2 . در نتيجه دامنه تابع  x− ≤ ≤2 0 ، يعنی  x− ≤ ≤4 2 باشد که 0
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باشيم  داشته  که  است   x برای  مقدارهايی  آن  تابع  اين  دامنه  و   x xf ( ) = +4
2 2

داريم   xf ( )
2

تابع  برای 
xf بازه [٠ ,٨-] می باشد.  ( )

2
. در نتيجه دامنه تابع  x− ≤ ≤8 ، يعنی 0 x

− ≤ ≤4 0
جدول اين سه تابع (برای برخی از نقاط)  و نمودارهای آن ها به شکل زير است: 2

٤-٣-٢-١-٠x

٤٣٢١٠ f (x) = x + ۴

٢-١/٥-١-٠/٥-٠x

٤٣٢١٠f (٢x) =۲x + ۴

٨-٦-٤-٢-٠x

٤٣٢١٠( ) = +4
2 2
x xf

4 2

)(x
)2( xf

f

8

4

)
2

( xf

همان طور که در شکل ديده می شود نمودار (٢x)f  با انقباض نمودار f(x) در امتداد محور x ها (با ضريب ١/٢) 
xf با انبساط نمودار f(x) در امتداد محور xها (با ضريب ٢) به دست آمده است.  ( )

2
و نمودار 

تذکر:
در امتداد محور x ها به دست  y f ( x )= y  را  می توان با انبساط يا انقباض نمودار f ( ax )= اگر a>٠، نمودار  
 y f ( x )= ، و در حالتی که ١ >a>٠ نمودار 

a
1 y منقبض با ضريب  f ( x )= آورد. در حالتی که a>١ نمودار 

 خواهد شد. 
a
1 منبسط با ضريب 
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شده اند.  رسم   y sin x= نمودار  کمک  به   xy sin=
2

و   y sin x= 2 تابع  نمودارهای  زير  در شکل های 
y در امتداد محور xها و  sin x= y با فشرده شدن (انقباض) نمودار  sin x= 2 همان طور که ديده می شود نمودار 

y در امتداد محور x ها به دست آمده است.  sin x= xy با کشيده شدن (انبساط) نمودار  sin=
2

نمودار 

مثال

انبساط

− π
2

3π
2

− π π
4

π π
2

2π

1

−1

y = sin2x y = sinx

− π
2

3π 3π
2

− 3π
2

− π π π
2

2π

1

−1

− 2π

y = sin
2 
x

y = sinx

مثال

f در زير رسم شده اند.  ( x )1
3

، f ( x )1
2

، f ( x )2 نمودار تابع f(x) و توابع 
y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

f (x)
f (  x)

1
2

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

f (  x)2
f (  x)

1
3

(    ,   )1
4

2

(    ,     )− −
1

3
2

انقباض
 در جهت محور xها

انبساط
 در جهت محور xها
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فعاليت 5

f  را به دست آوريد و نمودار اين دو تابع را در يک  ( x )− ، ضابطه تابع   f ( x ) x= ١ــ با در نظر گيری 1+
دستگاه مختصات رسم کنيد. 

٢ ــ نمودار اين دو تابع چه وضعيتی با هم دارند. 
)g را بسازيد و نمودار اين دو تابع را در يک دستگاه مختصات  x )− )g نيز تابع  x ) x x= −2 ٣ ــ برای تابع 

رسم کنيد و وضعيت اين دو نمودار را نسبت به هم بسنجيد. 

مثال

قضيه:
f قرينه نمودار تابع f(x) نسبت به محور yها است. ( x )− نمودار تابع

سمت چپ  در   f ( x ) x− = − −2 نمودار  راست و  سمت  در  بازه [٥ , ١]  در   f ( x ) x= −2 تابع  نمودار 
 ( x x− − = +2 2 شکل زير رسم شده است.(توجه داريم که 

1−1−2−3−4−5

1

2

2

3 4 5

3

0

−1

−2

f (x) =  x − 2f (−x) =  −x − 2

نسبت به محور y ها قرينه يکديگرند. f ( x )− همان طور که ديده می شود نمودار f(x) و 

f همان برد تابع f(x) است، اما  ( x ) f ( x ) f ( x )1 1
2

3 2
همان طور که در نمودارها ديده می شود برد توابع 

دامنه ها کشيده تر (منبسط ) يا جمع تر (منقبض ) شده است. 
،                ،
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تمرين در كلاس

١ــ نمودار تابع g(x) به شکل مقابل داده شده است. 
، g( x )1

2
و   g( x )2  ،٢g(x)  توابع نمودار  نمودار،  اين  کمک  به 

زير  نمودارهای  از  يک  هر  که  کنيد  تعيين  شده اند.  رسم   -٢g(x) و   g( x )−
1
نمودار کدام يک از اين توابع هستند؟ 2

y

x1      2    3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

0

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

y

x1     2     3     4    5     −8   −7  −6   −5   −4   −3   −2    −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

0

y

x1    2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

0

y

x1     2     3     4    5     6     7     8      −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

0

y

x1      2    3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

−1

−2

−3

−5

−6

−7

−8

−4

0

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

6

7

8

−1

−2

−3

−4

0



فصل 2 حسابان

٦٢

نمودار توابع داده شده زير را رسم کنيد. 

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

0

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

0

                                                                               

y در شکل مقابل داده شده است.  f ( x )= ٢yــ نمودار تابع 

x1     2     3     4    −4   −3   −2    −1

1

3

4

5

−1

−2

−3

2

0

y f ( x )= − −1                                                                 y f ( x )=
1
2                   

y f ( x )= 2                                                                   y f ( x )= −
1
2                  

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

0

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−5

−4

0
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y را رسم کنيد.  x= − − +3 1 f را رسم کنيد و به کمک آن نمودار 2 ( x ) x= ١ــ ابتدا نمودار 
y به شکل زير داده شده است. به کمک اين نمودار، نمودار تابع داده شده را رسم  f ( x )=  ـ نمودار تابع  ٢ـ

کنيد. 
g( x ) f ( x )=

1
2

الف) 
g( x ) f ( x )= − ب) 
g( x ) f ( x )= 3 ج)  

g( x ) f ( x )= −
1
2

د) 

g( x ) f ( x )= −2 ه ـ) 
g( x ) f ( x )= +2 و) 

٣ــ نمودار تابع زير را رسم کنيد. 
 − ≤ ≤= 

− >

x x
f ( x )

x x

1 1

1 1  
y را رسم کنيد.  f ( x )= − 2 y و  f ( x )= −2 y و  f ( x )= 2 به کمک نمودار f(x) نمودار توابع   

٤ ــ درستی يا نادرستی گزاره های زير را بررسی کنيد. 
، نمودار g را می توان از نمودار f  با انتقال سه واحد به سمت  g( x ) x= + −3 3 f و  ( x ) x= الف) اگر 

راست و سپس انتقال سه واحد به پايين به دست آورد. 
)g دارای نمودارهای يکسانی هستند.  x ) x= − f و  ( x ) x= ب) 

)g آن گاه نمودار g را می توان از نمودار f   با يک تغيير مکان به  x ) ( x )= − − +22 4 f و  ( x ) x= 2 ج) اگر 
ميزان دو واحد به راست، سپس انعکاس نسبت به محور xها و ٤ واحد تغيير مکان به   سمت بالا به دست آورد. 

 ـ در شکل روبه رو نمودار توابع g و f در يک دستگاه  ٥  ـ
مختصات رسم شده اند. اگر g از طريق تعدادی عمليات (انبساط 
و انقباض و انتقال و قرينه) روی f به دست آمده باشد معادله ای 

برای g بيابيد. 

                                                                              

f (x)

1

1

2

2

0−1−2−3

−1

x

y

مسائل

y

x1     2     3     4    5     −5   −4  −3   −2   −1

1

2

3

4

−1

(−4 ,−4)

(−2 ,−3)

(0 ,−4)

f (x) =  x

0
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y را نسبت به محور yها، انعکاس داده ايم، سپس آن را سه واحد در جهت راست و بعد ٥  x=  ـ نمودار  ٦ ـ
واحد به پايين حرکت داده ايم. ضابطه تابع به دست آمده را بنويسيد. 

متناظر  زير  توابع  نمودار  از  نقطه ای  چه  با  نقطه  اين  دارد.  قرار   y f ( x )= نمودار  روی   ( , )−8 6  ـ  نقطه  ٧ ـ
می شود؟ 

g( x ) f ( x )= − ب)   g( x ) f ( x )=
1
2

الف) 
g( x ) f ( x )= 3 د)    g( x ) f ( x )= −3 ج) 

٨ ــ در هر مورد توضيح دهيد که نمودار g چگونه از نمودار f    به دست می آيد. 
g( x ) x , f ( x ) x= − − + =

1
1 3

2
الف) 

g( x ) ( x ) , f ( x ) x= − + − =2 22 4 3 ب) 

g( x ) x , f ( x ) x= − − + =
1

2 1
3

ج)  

. f ( x ), f ( x ), f ( x ), f ( x )− −
1

2
2

f مطلوب است نمودار ،  ( x ) cos x= ٩ ــ اگر 
−x چه وضعيتی نسبت به هم دارند؟ دامنه اين دو تابع چه وضعيتی نسبت به هم دارند؟  x و  ١٠ ــ نمودار دو تابع 

f چه خواهد بود؟  ( x )− برد اين دو تابع چه وضعيتی نسبت به هم دارند؟ جواب به اين سؤالات در  مورد دو تابع f(x) و 
 ـ اگر ٠>a ، نمودار تابع f(ax) از روی نمودار تابع f(x) چگونه ساخته می شود؟  ١١ ـ

اعمال جبری روی توابع 

1 ليتر و از شير دوم در هر ثانيه ١ ليتر 
2

يک حوض آب با دو شير آب متفاوت پر می شود. از شير اول در هر ثانيه 
حوض خالی است و دو شير را با هم باز می کنيم.  t آب خارج می شود. در لحظه 0=

١ــ جدول زير را که حجم آب موجود در حوض و آب های خارج شده از دو شير را در برخی لحظات نشان 
می دهد تکميل کنيد. زمان بر حسب ثانيه و حجم بر حسب ليتر است. 

٤ ٥7
2

٣٢1
2

 t

حجم آب خارج شده از شير اول 
حجم آب خارج شده از شير دوم

حجم آب موجود در حوض

فعاليت 6



فصل 2 تابع

٦٥

٢ــ توابعی را بنويسيد که حجم آب خارج شده از شير اول و شير دوم و حجم آب حوض را در هر لحظه دلخواه 
t نشان دهد. اين توابع را به ترتيب f  و g و k بناميد. 

٣ ــ در هر لحظه t بين f(t)  و g(t) و k(t) چه رابطه ای وجود دارد؟ 
٤ ــ نمودار سه تابع f و g و k در زير رسم شده اند. رابطه بين اين توابع را از روی نمودار توضيح دهيد. 

)(tf
)(tg)(tk ليتر

ثانيه 

در سال های قبل با جمع اعداد و جمع ماتريس ها و جمع چند جمله ای ها آشنا شديد. توابع را نيز می توان با هم جمع کرد و تابع 
جديدی به دست آورد. در فعاليت قبل با جمع دو تابع روبرو شديم و جمع دو تابع را به دست آورديم. 

اگر f و  g  دو تابع باشند که روی دامنه يکسانی مانند A تعريف شده اند، به ازای هر مقدار x در A مقدارهای f(x) و g(x) به دست 
f را نظير می سازد جمع f و  ( x ) g( x )+ f را بسازيم. تابعی که به هر مقدار x در A مقدار  ( x ) g( x )+ می آيند و می توانيم مقدار 

g ناميده می شود. جمع f و g را با f+g نشان می دهند. 
تعريف:

برای دو تابع f و g که روی يک مجموعه A تعريف شده اند، f+g تابعی است که روی A تعريف شده است و 
برای هر مقدار x در A داريم: 

 ( f g )( x ) f ( x ) g( x )+ = +  

مثال

تعريف شده اند، بنابراين  f+g نيز روی  IR . اين دو تابع روی  g( x ) x= +2 f و 1 ( x ) x= +2 فرض کنيد 1
x به شکل زير محاسبه می شود.  = 3 تعريف شده است و برای مثال مقدار اين تابع در  IR

( f g )( ) f ( ) g( )+ = + = + =3 3 3 7 10 17  
اما برای يک مقدار دلخواه x مقدار تابع f+g   به شکل زير خواهد بود.

( f g )( x ) f ( x ) g( x ) x x x x+ = + = + + + = + +2 22 1 1 2 2  
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)g را با هم جمع کنيم؟ اين دو تابع دامنه يکسانی ندارند ولی به ازای  x ) x= + 3 f و  ( x ) x= آيا می توانيم دو تابع 1+
f را حساب کنيم.  ( x ) g( x )+ xهايی که در دامنه هر دو تابع باشند مقدار های f(x) و g(x) قابل محاسبه اند و می توانيم مجموع 

f مانند قبل تعريف کنيم.  gD D∩ بنابراين می توانيم تابع f+g را روی 
] بنابراين  f+ g  روی (∞, ٣-] تعريف شده است و برای هر x در اين مجموعه  )3gD ,= − ∞ fD و  IR= در اين مثال دامنه 

). نمودار اين دو تابع و نمودار تابع مجموع آن ها در شکل زير رسم شده اند.  f g )( x ) x x+ = + + +1 3 داريم 

بحث در كلاس

چرا مجموع دو تابع خطی، يک تابع خطی است؟ 

1     2     3     4    5     6     

y

x−7   −6  −5   −4   −3   −2   −1

1

2

3

4

8

9

10

5

6

7

−1

−3

−2

g (x) =   x +3

f (x) = x +1

(f +g) (x) = x +1+   x +3

0

روشن است که چند جمله ای 
x برابر ١٧  = 3 صفحهٔ قبل به ازای 
و  تابع  دو  اين  نمودار  شد.  خواهد 
شکل  در  آن ها  مجموع  تابع  نمودار 

رسم شده اند.

۶

۵

۴

۳

۲

۱

f(x)=۲x+۱

(f+g)(x) g(x)=x۲+۱

y

x

-۱

-۲

          -۴          -۳         -۲         -۱                         ۱            ۲           ۳            ۴
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مثال

مثال

اعمال تفاضل و ضرب و تقسيم توابع به شکل مشابه تعريف می شوند. 

تعريف:
تعريف شده اند، تفاضل  g از f تابعی است که با f   - g نشان  برای دو تابع f و g که روی دامنه های دلخواهی 

f تعريف شده است و برای هر مقدار x در اين مجموعه داريم:  gD D∩ می دهيم که روی 
( f g )( x ) f ( x ) g( x )− = −  

برای دو تابع   f و g که روی دامنه های دلخواهی تعريف شده اند، حاصل ضرب f و g تابعی است که با f0   g نشان 
f تعريف شده است و برای هر مقدار x در اين مجموعه داريم:  gD D∩ می دهيم که روی 

(f0g) (x) = f(x) . g(x)

f نشان می دهيم 
g برای دو تابع f    و g که روی دامنه های دلخواهی تعريف شده اند، تقسيم f بر g تابعی است که با 

)g، و برای هر مقدار x در اين مجموعه داريم: x ) ≠0 f برای xهايی تعريف شده است که gD D∩ که روی  
f f ( x )( )( x )
g g( x )

=  
در اينجا نيز، ابتدا دامنه های دو تابع f و g به يک مجموعه يکسان مناسب محدود می شوند و سپس به عنوان دو تابع با دامنه 

يکسان تفاضل، ضرب، يا تقسيم می شوند.

f  را به همراه دامنه 
g

)g توابع f+g    و f-g و f0g و  x ) x= +3 2 f و  ( x ) x x= + −2 2 ١: برای دو تابع 1
آن ها مشخص می کنيم: 

تعريف:
f تعريف  gD D∩ برای دو تابع f و g که روی دامنه های دلخواهی تعريف شده اند، f+g تابعی است که روی 

شده است و برای هر مقدار   x در اين مجموعه داريم:
( f g )( x ) f ( x ) g( x )+ = +  

f محدود می شوند و سپس به عنوان  gA D D= ∩ توجه داشته باشيد که در اينجا، عملاً دامنه های دو تابع f و g  به مجموعه 
دو تابع با دامنه يکسان جمع می شوند.

x و  = } تابع  f+g فقط برای 2− }g ( , ),( , ),( , )= −14 29 2 3 }  و    }f ( , ),( , ),( , ),( , )= − −12 25 07 3 4 اگر 
  ( f g )( ) f ( ) g( )+ = + = + =1 1 1 2 4 6 x تعريف می شود و داريم:   =1

( f g )( ) f ( ) g( )+ − = − + − = + =2 2 2 5 3 8  
 . { }f g ( , ),( , )+ = −16 28 بنابراين 
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f  را بيابيد و ضابطه اين توابع را 
g ، دامنه های توابع f+g  و f0g  و  g( x ) x= f و 1+ ( x ) x= ١ــ اگر 

مشخص کنيد. 

تمرين در كلاس

IR هستند.  IR هستند، بنابراين دامنه توابع f+g و f-g نيز برابر  دامنه های f و g تمام 
( f g )( x ) f ( x ) g( x ) x x x x x+ = + = + − + + = + +2 22 1 3 2 5 1  
( f g )( x ) f ( x ) g( x ) x x x x x− = − = + − − − = − −2 22 1 3 2 3  
( f g )( x ) f ( x ).g( x ) ( x x )( x )= = + − +20 2 1 3 2  

x x x x x x x x= + + + − − = + + −2 2 2 3 23 2 6 4 3 2 3 8 2                  
IR است و   − − 

 

2
3

f برابر 
g

x صفر است، بنابراين دامنه  = −
2
3

تابع g فقط در 

f f ( x ) x x( x ) x
g g( x ) x

  + −
= = ≠  + 

2 2 1 2
3 2 3

 

f را به همراه دامنه آن ها 
g )g توابع f+g  و  f-g  و f0g  و  x )

x
=

−
1
3 f و  ( x ) x= +2 ٢: برای دو تابع 

مشخص می کنيم. 
ابتدا دامنه های f و g را مشخص می کنيم. 

{ } [ )f gD x x , D IR = + ≥ = − +∞ =  −{ }2 0 2  3  
f است و داريم:  gD D∩ دامنه های توابع f+g و  f-g و fg مجموعه 
{ }[ ) [ ) ( )2 3 2 3 3∩ ∩ ∪f gD D , IR , ,= − ∞ − = − ∞  

( f g )( x ) x
x

+ = + +
−
1

2
3  

( f g )( x ) x
x

− = + −
−
1

2
3  

x( f g )( x )
x

+
=

−
2

0
3  

f است.  gD D∩ f همان 
g

از آن جا که g در هيچ نقطه ای از دامنه خود صفر نمی شود، دامنه 
 

f x( )( x ) ( x ) x
g

x

+
= = − +

−

2
3 2

1
3
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y

x1     2     3   −3   −2   −1

1

2

3

−1

−2

−3

0

٢ــ نمودار توابع g و f در شکل مقابل رسم شده است. 

) را حساب کنيد.  f g )( )+ 2  , ( f g )( )+ 1 الف) 
ب) با استفاده از نمودارهای g و f، نمودار f+g را در همين شکل رسم کنيد. 

ج) معادله ای برای g و f  و f+g بيابيد. 
د) نمودار f+g  را به کمک معادلهٔ آن رسم کنيد و با (ب) مقايسه کنيد. 

سنگی به داخل آب يک درياچه آرام پرتاب می شود و باعث ايجاد موج هايی به   شکل دايره های هم مرکز می شود. 
)r باشد. t برحسب ثانيه است و  t ) t=2 شعاع بزرگ ترين دايره تابعی از زمان است و فرض کنيد اين تابع به صورت 
زمان پس از برخورد سنگ با آب را نشان می دهد و r برحسب سانتی متر است. مساحت دايره تابعی از شعاع آن است 

)A می باشد.  r ) r= π و به صورت 2

فعاليت 7

ترکيب توابع 

سی و سه پل ــ اصفهان
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f g

258
5 −15

212
50
32

100
10
0

373
283
273

f g

مثال

در فعاليت بالا با دو تابع  r(t) و  A(r) روبرو شديم. مقدار های تابع r(t) به صورت ورودی تابع A(r) قرار گرفتند و تابع جديد 
A(r(t)) را به وجود آوردند. اين تابع جديد را ترکيب دو تابع می نامند. 

١ ــ جدول زير را کامل کنيد. 

t (زمان) ٥٤٣٢١ t
r( t ) t= 2٦ (t  شعاع دايره در لحظه) r

A( r( t )) ( t ) t= π = π2 22 4٣٦π (t  مساحت دايره در لحظه) A

٢ ــ تابعی که مساحت دايره را در هر لحظه t به دست می دهد، چگونه از طريق دو تابع r(t) و A(r) ساخته شده 
است؟ 

 f ( ) =32 f درجـهٔ فـارنـهايت را بـه درجهٔ سانتی گراد تبديـل می کند. مثلاً 0 ( x ) ( x )= −
5

32
9

١: تابع 
)g درجه سانتی گراد را به درجه  x ) x= +273 يعنی ٣٢ درجه فارنهايت معادل صفر درجه سانتی گراد است. تابع 
اگر  است.  کلوين  درجه   ٢٧٣ معادل  سانتی گراد  درجه  صفر  يعنی   g( ) =0 273 مثال  برای  می کند.  تبديل  کلوين 
يعنی ٥   f ( ) = −5 15 داريم   f تابع کمک  ابتدا به  کلوين است،  معادل چند درجه  فارنهايت  بدانيم ٥ درجه  بخواهيم 

درجه فارنهايت معادل ١٥- درجه سانتی گراد 
داريم   g تابع  کمک  به  سپس  و  است 
)g ، بنابراين ٥ درجه فارنهايت  )− =15 258

معادل ٢٥٨ درجه کلوين است. به عبارت ديگر 
. نــمـــودار  = − =g( f ( )) g( )5 15 258

روبه رو اين فرآيند را نشان می دهد. 
ديگر  برخی  تبديل  روبه رو  نمودار  در 
از درجات فارنهايت به درجات کلوين نمايش 

داده شده است. 
مستقيماً  که  باشد  تابعی   k(x) اگر 
کلوين  درجه های  به  را  فارنهايت  درجه های 

تبديل می کند داريم: 
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fg

gf0

x )(xg ))(( xgf

5 5 1
32 32 273 5 2297

9 9 9
k( x ) g( f ( x )) g( ( x )) ( x ) ( x )= = − = − + = +  

 . k( ) , k( )= =212 373 32 273 برای مثال از طريق اين تابع ديده می شود 
در اين مثال تابع k از ترکيب دو تابع f و g ساخته شده است. به خاطر شيوه محاسبه تابع k آن را با  g0f (بخوانيد 
)محاسبه  g0f )( x ) g( f ( x ))= جی او اف) نشان می دهند. بنابراين g0f تابعی است که در هر مقدار x به صورت 

می شود. 

تعريف:
فرض کنيد f و g  دو تابع باشند که برد 
در   اين  f   باشد،  دامنه  از  مجموعه ای  زير   g
همان  آن  دامنه  که  است  تابعی    f0g  صورت
دامنه g است و برای هر مقدار x در اين دامنه 

داريم: 
( f0g)( x ) f ( g( x ))=        

مثال

، برد  g زير مجموعه ای از دامنه f است و می توانيم تابع  g( x ) x= + 21 f و  ( x ) x= ٢: برای دو تابع 
IR است و ضابطه آن به شکل زير است.  مرکب f0g  را بسازيم. دامنه f0g    برابر دامنه g است که تمام 

( f0g )( x ) f ( g( x )) f ( x ) x= = + = +2 21 1  
 f همان دامنه g0f   می باشد. دامنه g  زير مجموعه ای از دامنه  f نيز قابل ساخت است زيرا برد g0f  تابع مرکب

است که بازه (∞ ,٠] است. ضابطه  g0f به شکل زير است. 
= = = + = +( g f )( x ) g( f ( x )) g( x ) ( x ) x20 1 1  

توجه داشته باشيد که اگر چه ضابطه  g0f به گونه ای است که برای مقدارهای منفی x هم معنا دارد ولی به عنوان 
تابعی که از ترکيب دو تابع ساخته شده است دامنه آن فقط بازه (∞ ,٠] است. 

اين مثال هم چنين نشان می دهد که دو تابع  g0f  و f0g  در حالت کلی مساوی نيستند. 

تذکر:
برای دو تابع f و g ممکن است که برد g زير مجموعه ای از دامنه f نباشد، در اين صورت f0g  تابعی است که 
 ، fg( x ) D∈ gx و  D∈ f معنادار باشد لازم است که  ( g( x )) دامنه آن تمام دامنه  g نخواهد بود. برای آن که 

بنابراين در حالت کلی دامنه f0g به شکل زير است. 
{ }fog g fD x D g( x ) D= ∈ ∈  
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2
4
6
3

11
−2
3
2

7
4

−5

fg

2
4
6
3

7
4

−5

f0g

f0g

مثال

g} توابع  ( , ),( , ),= −211 4 2  }( , ),( , )6 3 3 2 } و  }f ( , ),( , ),( , ),( , )= − − −117 24 3 5 2 5 ٣: برای دو تابع 
f0g   و g0f را می سازيم و با نمودار ون نمايش می دهيم.

. مقدار تابع  =f g gD D0 برای محاسبه f0g   ابتدا مشاهده می کنيم برد g زير مجموعه ای از دامنه  f  است، پس 
f0g  را در نقاط دامنه g حساب می کنيم. 

= = =( f g )( ) f ( g( )) f ( )0 2 2 11 7  
= = − =( f g )( ) f ( g( )) f ( )0 4 4 2 4  
= = = −( f g )( ) f ( g( )) f ( )0 6 6 3 5  
= = = −( f g )( ) f ( g( )) f ( )0 3 3 2 5  

. { }= − −f g ( , ),( , ),( , ),( , )0 27 4 4 6 5 3 5 بنابراين 

برای محاسبه  g0f  ابتدا مشاهده می کنيم که برد f  زير مجموعه ای از دامنه g نيست، بنابراين دامنه g0f   تمام 
 g0f را بررسی می کنيم تا معلوم شود که آيا شرط قرار گرفتن در دامنه f نخواهد بود. يکی يکی اعضای دامنه f دامنه

را دارند يا نه. 
gf ( ) D= ∉11 7  
gf ( ) D− = ∈2 4  
gf ( ) D= − ∉3 5  
gf ( ) D= − ∉2 5 بنابراين فقط  ٢- در دامنه g0f قرار دارد و از آن جا که  

− = − = = −( g f )( ) g( f ( )) g( )0 2 2 4 2  
{ }= − −g f ( , )0 2 2  داريم: 

در اينجا نيز، عملاً دامنهٔ تابع g به زير مجموعه کوچکتری محدود می شود، تا شرط زير مجموعه بودن برد تابع تحديد يافته در 
دامنهٔ تابع f برقرار گردد و سپس ترکيب دو تابع انجام می شود.
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)g تابع f0g  و دامنه آن را محاسبه می  کنيم.  x )
x

=
4 f و  ( x )

x
=

−
1
3

٤: برای دو تابع 
} است. مقدار  }IR − 3 IR{} دامنه f  نيز  − 0 برای محاسبه دامنه f0g  ابتدا دامنه  g را بررسی می کنيم که 
)g در دامنه f قرار  )4

3
4 نقطه ای است که 

3
x است، يعنی  =

4
3

)g دارای جواب  x ) = 3 g(x) نبايد ٣ شود. معادل 

ندارد. در نتيجه 
{ } 4

0
3

D x D g( x ) D x IR x , x 
= ∈ ∈ = ∈ ≠ ≠ 

 
f0g g f

 

 
IR , = −  

 

4
0
3                                                                                           

=ضابطه f0g  را حساب می کنيم.  = = =
− −−

x( f g )( x ) f ( ) xx x
x x

4 1 1
0

4 4 3 4 33  

11 7

4

−5

2

6

3

−2

3

2

11

−2
−2 −2

3

2

f

g0f

g
g0f

Dg

x با معنا است، ولی صفر در دامنه تابع ترکيب يافته نيست زيرا به هنگام محاسبه  عبارت بالا اگر چه به ازای 0=
x تعريف نشده است.   در محاسبه وجود دارد که به ازای 0=

x
4 مشاهده می کنيد که عبارت 

تمرين در كلاس

. ≠g f f g0 0 ، توابع g0f  و f0g   را حساب کنيد و نشان دهيد که  g( x ) x= +5 f و  ( x ) x= 2 ١ــ اگر 
، تابع g0f  و دامنهٔ آن را حساب کنيد.  g( x ) x= − 27 f و  ( x ) x= 2 ٢ــ اگر 

f و دامنه آن را بيابيد.  ( x )
g

 
 
 

، تابع  xg( x )
x
−

=
−

5 1
5 15

xf و  ( x )
x

=
−

5
3 7

١ــ اگر 

مسائل
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f(x)

g(x)

x

y

 ـ  در هر يک از موارد زير دامنه توابع زير و ضابطه آن ها را به دست آوريد.  ٢ ـ

     f-g،   ff  ، g
f

g( x ) x= −2  ، f ( x ) x=4 الف)  

 g( x ) , f ( x )
x x

= =
− −
1 4

6 2
ب) 

g( x ) x , f ( x ) x= + = −2 2 ج)  

g( x ) , f ( x ) x
x

= = +
2

3 د) 
دستگاه  يـک  در  کـه   fو  g نمودارهای  از  استفاده  بـا   ـ  ٣ ـ
مختصات رسم شده اند، عبارات داده شده را (در صورت امکان) 

محاسبه کنيد. 
) (الف f g )( )+ −4 ) (د   fg ) 

 
 

1
3

 
) (ب f g )( )− 3 )− (ه ـ f g )( )1

0
2

 
)f (ج  )( )

g
0 ) (و  f f )( )0 7  

 →f : A IN و تابع { }A , , ,= 12 3 4 )g باشد، اگر  n ) n=2 ٤ ــ فرض کنيم g  :IN  IN  تابعی با ضابطه 
g0f ، f را محاسبه کنيد.  g+2 } تعريف شود، توابع  }f ( , ),( , ),( , ),( , )= 12 2 3 3 5 4 7 به صورت 

 (f0g)(x) محاسبه  بدون  را   f0g تابع  دامنه  )g  مفروضند.  x ) x( x )= −1 xf   و   ( x )
x

+
=

−

2

2

1

1
تابع   ـ  دو  ٥ ـ

بدست آوريد. 
٦ ــ يک پی (فونداسيون) بتنی مربع شکل به عنوان پايه ای برای يک مخزن گازوئيل 

استوانه ای استفاده می شود. (شکل مقابل)
الف) شعاع مخزن، r را به عنوان تابعی از x (ضلع مربع) بنويسيد.

ب) مساحت A پايه دايره ای شکل را به عنوان تابعی از r بنويسيد. 
ج) (x)(A0r) را بيابيد و تعبير کنيد. 
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100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

0     1     2      3     4     5     6      7     8     9     10

تعداد سال های پس از ١٣٨٦دسته يک: يک رمان پرفروش دربارهٴ دفاع مقدس

اگر رمان اول در هر سال به ميزان ٣ ميليون تومان نسبت به سال قبل افزايش فروش داشته باشد، تابعی بنويسيد 
که ميزان فروش در هر سال پس از سال ١٣٨٦ را برحسب زمان نشان دهد. اگر افزايش فروش برای رمان دوم در 
هر سال ٢ ميليون تومان نسبت به سال قبل باشد، تابعی بنويسيد که مجموع فروش اين دو رمان را در هر سال پس از 
سال ١٣٨٦ نشان دهد. اين دو رمان در سال ١٣٩٦ در مجموع چه ميزان فروش خواهند کرد؟ هر سه تابع مرتبط را 

در نموداری رسم کنيد. 
f تابع g(x) را به گونه ای بيابيد که  ( x ) x x= + +2 2 2 ٩ ــ اگر 
= − +( f g )( x ) x x20 4 5  

دامنه  ضابطه،  تشکيل  بدون  مفروضند.   g( x ) x= و   f ( x ) x= − 21 ضابطه های  f   با   ،g  ـ  توابع  ١٠ ـ
)+ را به دست آوريد.  f g ) f0 تعريف 

١١ ــ کدام يک از گزاره های زير درست و کدام يک نادرست است؟ 
)g آن گاه  x ) x= −2 4 f و  ( x ) x= −2 4 الف) 

5 25= − = −( f0g )( x ) x , ( f0g )( )2  
=( f g )( )0 4 f آن گاه 35 ( ) =7 5 )g و  ) =4 7 ب) اگر 

 =( f g )( ) g( )0 5 2 f  آن گاه  ( x ) x= )g و  x ) x= −2 ج) اگر 1
 =f g g f0 0 د) برای هر دو تابع f ، g داريم:

f و ( , ),( , ),( , ),( , ),( , ) = − − − 
 

5
413 17 05 0 3 5

2
٧ــ فرض کنيم: 

، توابع زير را حساب کنيد.  { }g ( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )= − − − − −4 7 2 5 0 3 30 5 2 96  
f+g ، f-g ، fg ، f

g
  

 ـ يک رمان پرفروش درباره دفاع مقدس در سال ١٣٨٦، ٢٧ ميليون تومان فروش کرد. رمان ديگری درباره  ٨ ـ
دفاع مقدس در همين سال ١٢ ميليون تومان فروش کرد. 
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توابع زوج و توابع فرد و توابع صعودی و توابع نزولی 

وجود تقارن در خلقت و آفرينش مناظر چشم نوازی را پديد آورده است. انسان در ساخته های 
خود از اين نکته فراوان بهره برده است. نمودار برخی از توابع متقارن است و همين موضوع کار با 
f نمونه ای از اين گونه توابع است. اين تابع نسبت  ( x ) x= 2 آن ها را ساده تر می  کند. تابع آشنای 
به   محور yها متقارن است. علت اين تقارن در آن است که برای هر x در دامنه آن، x- نيز در دامنه 

f ( x ) x ( x ) f ( x )= = − = −2 2 xxآن است و علاوه بر آن 

22 )( xx =

باغ دولت آباد ــ يزد

. =f g h0 ، تابعی    مانند f بيابيد به قسمتی که  g( x ) x= +2 1 ، h( x ) x x= + +24 4 7 ١٢ــ اگر 
، توابع g0f و f0g  و دامنه آن ها را به  دست آوريد.  g( x ) x= − 24 f و  ( x ) x= +2 5 ١٣ــ اگر 

١٤ ــ جدول زير را در نظر بگيريد. 

٦٥٤٣٢١x

٥٢٢٤١٣f(x)

٣٢١٢٣٦g(x)

١٥ــ مقدار های زير را حساب کنيد. 
f (الف  ( g( ))1 )g (ب   f ( ))1 f (ج   ( f ( ))1

)g (د g( ))1 ) (ه ـ g f )( )0 3 ) (و  f g )( )0 6

   f0g ،g0f توابع { }g ( , ),( , ),( , ),( , )= 4 6 24 6 8 810 } و  }f ( , ),( , ),( , ),( , )= 4 5 6 5 812 102  ـ اگر  ١٦ ـ
را حساب کنيد. 
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تمام توابعی که اين دو خاصيت را دارا هستند، به عنوان توابع زوج می شناسيم. به بيان دقيق تر: 
تعريف:

تابع f  را زوج ناميم هرگاه:
 fx D− ∈  ، fx D∈ الف) دامنه آن متقارن باشد، يعنی برای هر 

f ( x ) f ( x )− = ب) برای هر x در دامنه آن، 

در رسم نمودار توابع زوج از اين نکته که نمودار آن ها نسبت 
به محور yها متقارن است استفاده می شود. 

x

y

(−x , y) (x , y)

)g زوج هستند:  x ) x= − +2 4  ، f ( x ) x− ١: توابع 

f (x) =  x 
g (x) = − x   +42

مثال

شرط متقارن بودن دامنه برای هر دو تابع برقرار است، هم چنين داريم: 
f ( x ) x x f ( x )− = − = =  
g( x ) ( x ) x g( x )− = − − + = − + =2 24 4  

تقارن نسبت به محور yها نيز در نمودار های اين دو تابع ديده می شود. 
تابع  نمودار  مثال  برای  می شود.  ديده  توابع  از  بسياری  در  نيز  مختصات  مبدأ  به  نسبت  توابع  نمودار  تقارن 

f نسبت به مبدأ متقارن است.  ( x ) x= 3
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(x , y)

(−x , −y)

x

y

است.  فرد  تابعی   ( )f x
x

=
1  :٢

زيرا دامنه آن متقارن است و داريم:
 

( ) ( )f x f x
x x

− = = − = −
−
1 1

                        

مثال

تعريف:
f ( x ) f ( x )− = − تابع  f را فرد ناميم هرگاه دامنه آن متقارن باشد و برای هر x در دامنه آن، 

مبدأ  به  نسبت  آن ها  نمودار  که  نکته  اين  از  فرد  توابع  نمودار  رسم  در 
مختصات متقارن است استفاده می شود.

x

y

x
x

3x

3
x

−

−

 ،f  دامنه  در   x هر  برای  که  است  آن  در  تقارن  اين  علت 
x- نيز در دامنه  f است و  

f ( x ) ( x ) x f ( x )− = − = − = −3 3                                   
اين  نمودار  روی  نقطه  هر  می شود  باعث  خاصيت  اين 
يعنی  مبدأ  به  نسبت  آن  قرينه  است   ( x,x )3 صورت  به  که  تابع 
چنين  که  توابعی  باشد.  تابع  اين  نمودار  روی  نيز   ( x, x )− − 3

خاصيتی دارند، تابع فرد ناميده می شوند. 
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١ــ توابع زير را در نظر بگيريد.

y x= y               ج)  x= − 21 y                ب) 
x x

=
− 2

1 الف) 

y x x= y              و)  x x= − y                         ه ـ)  x= 2 د) 
(۱) دامنه کدام يک از توابع داده شده متقارن است؟

(۲) کدام يک از اين توابع زوج هستند؟
(۳) کدام يک از اين توابع فرد هستند؟

(۴) کدام يک از اين توابع نه زوج هستند و نه فرد؟
۲ــ تنها با استفاده از نمودارهای توابع داده شده زوج يا فرد بودن آن ها يا نه زوج بودن و نه فرد بودن آن ها را 

معلوم کنيد.

f (x) = cosx
f (x) = sinx

تمرين در كلاس
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يکی از سؤالاتی که در مورد توابع مطرح است اين است که با افزايش مقدار متغير مقدار تابع چه تغييری می کند؟ گاهی اوقات با 
افزايش مقدار متغير مقدار تابع افزايش می يابد. همچنين برخی مواقع با افزايش مقدار متغير مقدار تابع کاهش می يابد. اين ويژگی ها را 

صعودی بودن يا نزولی بودن تابع می نامند.
) را در بازه [٢،٢-] در نظر بگيريد. )f x x= 2 برای مثال تابع 

بحث در كلاس
آيا نمودار يک تابع می تواند نسبت به محور xها متقارن باشد؟ 

f (x) = x2

در بازه [٢،۰-] همان گونه که از سمت چپ به سمت راست حرکت می کنيم، مقادير متناظر تابع کمتر  می شوند، يعنی با افزايش 
مقادير x، مقادير y کمتر می شوند. در اين حالت گوييم تابع در بازه   [٢،۰-] نزولی است. اما در بازه [۰،٢] با افزايش مقادير x، مقادير 

) را صعودی ناميم. )f x x= 2 y نيز افزايش می يابند. در اين بازه  تابع 
تعريف:

 . ( ) ( )f x f x≤1 2 x، داشته باشيم:  x<1 2 x, از دامنه f که x1 2 تابع  f(x) را صعودی ناميم هرگاه برای هر 
 . ( ) ( )f x f x≤ 12 x، داشته باشيم:  x<1 2 x, از دامنه f که  x1 2 تابع f(x) را نزولی ناميم هرگاه برای هر 

 . ( ) ( )f x f x1 2< x، داشته باشيم: x<1 2 x, از دامنه f که  x1 2 تابع  f(x) را صعودی اکيد ناميم هرگاه برای هر 
 . ( ) ( )f x f x12 < x، داشته باشيم:  x<1 2 x, از دامنه f که  x1 2 تابع f(x) را نزولی اکيد ناميم هرگاه برای هر 

. f ( x ) f ( x )=1 2 x, از دامنه f ، داشته باشيم:  x1 2 تابع f(x) را ثابت  ناميم هرگاه برای هر دو عضو 

f (x )1

f (x )2

x 2x 1x 2x 1

f (x )1

f (x )2

x

y

x

y

تابع صعودیتابع نزولی
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يک  به  يک  تابع  اين  پيداست   g(x) نمودار   از  که  همان گونه  است.  اکيد  صعودی   ( )g x x= +2 5 تابع    :١
است. اين موضوع برای تمام توابع صعودی اکيد برقرار است.

) نزولی اکيد است. اين تابع (با توجه به نمودار آن) يک به يک است. اين ويژگی برای هر  )h x x= −3 ٢: تابع 
تابع نزولی اکيد برقرار است.

ممکن است يک تابع در دامنه اش نه صعودی باشد نه نزولی، ولی در بازه هايی از دامنه اش صعودی و در بازه هايی نزولی باشد. 
برای مثال تابع f(x)  را با نمودار زير در نظر بگيريد. 

g (x) = 2x + 5

h (x) = −3x

1     2    3     4    5     6    7

f (x)

(3,−2)

(5,2)

(0,1)

−2

−1

2

1

مثال
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مسائل

همان گونه که در شکل ديده می شود، تابع f(x) در بازه [۰, ∞-) ثابت و در بازه [٠،٣] نزولی (اکيد) و در بازه  [٣،٥] صعودی(اکيد) 
و در بازه (∞,۵] نزولی اکيد است.

توابع زير را رسم کنيد و با استفاده از نمودار آن ها تعيين کنيد که در چه بازه هايی صعودی و در چه بازه هايی 
نزولی و در چه بازه هايی ثابت هستند.

f ( x ) x= + −2 3 الف) 
 g( x ) x x= − +2 6 ب) 10

 h( x ) x= −1 ج) 
2

2

2

4 2 1

2 1

x x
t( x ) x

x x

 ≤ −


= − ≤ ≤

− − >

د)  

در زير داده شده اند.   t و  k ،h ،g ، f ۱ــ نمودار توابع
فرد  نه  و  زوج  نه  کدام يک  و  فرد  کدام يک  زوج،  آن ها  از  يک  کدام  که  کنيد  تعيين  نمودارها  اين  کمک  به 

هستند.
y

x1     2     3     4    5     −6   −5  −4   −3   −2    −1

1

2

3

4

−1

f (x)

1

1
−1

−1

g (x)

تمرين در كلاس
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٢ــ زوج يا فرد بودن توابع زير را معلوم کنيد:
f ( الف ( x ) x x= − 25 f (د    ( x ) x=  
xf (ب ( x )

x
−

=
−

2

3

3

1
= (ه ـ  +f ( x ) x sin x2  

, (ج x
f ( x )

, x
≥

= − <

1 0

1 0
f (و   ( x ) x x= +2 82  
٣ــ درستی يا نادرستی گزاره های زير را بررسی کنيد.

الف) مجموع دو تابع زوج، تابعی زوج است.
ب) حاصل ضرب دو تابع زوج، تابعی زوج است.

ج) حاصل ضرب دو تابع فرد، تابعی فرد است.
د) حاصل ضرب يک تابع فرد و يک تابع زوج ، تابعی زوج است.

۴ــ فرض کنيد f تابعی با دامنه متقارن باشد، ثابت کنيد:

f تابعی زوج است. ( x ) f ( x )g( x ) + −
=

2
الف) 

f تابعی فرد است. ( x ) f ( x )h( x ) − −
=

2
ب) 

 ج) f را می توان به صورت مجموع يک تابع زوج و يک تابع فرد نوشت.
3 را به صورت مجموع يک تابع زوج و يک تابع فرد بنويسيد. 2 22 10 2 1 5f ( x ) x x x= − + + − د) تابع 

ـ آيا تابعی يافت می شود که هم زوج باشد و هم فرد؟ چند تابع با اين ويژگی داريم؟ ۵ ـ
۶ــ در هر يک از حالت های زير نقطه ای از نمودار يک تابع داده شده است. نقطه ديگری از نمودار تابع را 

بيابيد در صورتی که:  (۱) تابع زوج باشد.         (۲) تابع فرد باشد.

) (ج              (a,b) (ب             (۷،۲-) (الف , )−
−

2
7

7
(۵،۳) (د         

h (x)

(  ,   )− 14
4

( ,   )14
4

(   ,  )−1 44
(   ,  )1 44

2

1
−1

−2

t (x)

2
k (x)

((((
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۷ــ با استفاده از نمودار تابع f(x) که در شکل زير رسم شده است ، بازه هايی که تابع در آن ها صعودی، نزولی يا 
ثابت است را معلوم کنيد. 

y

x1     2     3     4    5    6     −6   −5  −4   −3   −2   −1

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

f (x) (4,3)

ـ تعيين کنيد توابع زير در چه بازه هايی صعودی يا نزولی هستند.    ٨ ـ

f ( الف ( x ) x= −2 f (ب                ( x )
x

=
1                                                

f (ج         ( x ) x= − − +2 5  (د             
x x

f ( x ) x
x x

− − < −
= − ≤ <
 + ≥

3 18 5

1 5 1

2 1

٩ــ نمودار تابع f(x) در زير آمده است.

y

x1     2     3     4    5    6−5  −4   −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

(4,2)

(0,1)

(1,0)

(6,−3)
(5,−3)

(−3,2)
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با استفاده از نمودار تابع f(x) به سؤالات زير پاسخ دهيد.
 الف ) دامنه و برد f را پيدا کنيد.

ب) بازه هايی که در آن ها f(x) < 0 يا f(x) > 0 را بيابيد.
ج) بازه هايی که f در آن ها صعودی يا نزولی است را بيابيد.

ax است).    b+ د) معادله ای برای f بيابيد (تابع برای مقادير کمتر از ۱ يک تابع راديکالی به شکل 
، (٥/٣ ) f  و ( ٤- ) f را بيابيد. f ( )7

2
هـ)  

۱٠ــ نمودار تابع  h در شکل روبه رو داده شده است.

الف) نمودار را به گونه ای تکميل کنيد که نمودار جديد يک تابع زوج را نمايش دهد. 
ب) نمودار را به گونه ای تکميل کنيد که نمودار جديد يک تابع فرد را نمايش دهد.

f يک تابع فرد باشد. ( x ) log( x x a )= + +2 24 ۱١ــ مقدار a را چنان تعيين کنيد که تابع 
۱٢ــ زوج يا فرد بودن توابع f و g را که در زير آمده است تعيين کنيد.

{ }f ( , ),( , ),( , ),( , ),( , )= − −25 14 03 14 25   
{ }g ( , ),( , ),( , ),( , ),( , )= − − − −21 12 00 1 2 2 1  

 
    توابع يک به يک و توابع و ارون

(2,3)

4

۱ــ محيط هر مربع تابعی از اندازه يک ضلع آن است. محيط را با P و طول ضلع را با l نشان دهيد و P را 
به صورت تابعی از l بنويسيد. آيا اين تابع يک به يک است؟

۲ــ اندازه ضلع هر مربع تابعی از محيط آن است. با نمادهای بالا l را به صورت تابعی از P بنويسيد. 
۳ــ اين دو تابع را بر حسب يک متغير x به صورت y = f(x) و  y = g(x) بنويسيد. 

۴ــ با توجه به دامنه و برد اين دو تابع، نمودار آن ها را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد و نشان دهيد که 
نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه يکديگرند.

( توجه داشته باشيد که قرينه نقطه A(a,b) نسبت  به نيمساز ربع اول و سوم نقطه  B(b,a) است.)

فعاليت 8



فصل 2 حسابان

٨٦

توابع يک به يک 

همان طور که در درس رياضی ۲ ديده ايد وارون هر تابع ، لزوماً يک تابع نمی باشد. تنها، توابعی وارون پذير هستند که يک به يک 
باشند. اين از جمله دلايلی است که باعث می شود توابع يک به يک را با دقت بيشتری مطالعه کنيم.

f در برد  ( x ), f ( x )2 1 x در دامنه به دو عضو متمايز   ,x2 1 از قبل می دانيد که تابع f يک به يک است هر گاه دو عضو متمايز 
نظير شوند به بيان رياضی می توان نوشت: 

تعريف:
fx ,x D , x x f ( x ) f ( x )∈ ≠ ⇒ ≠1 2 1 2 1 2 تابع f يک به يک است هرگاه 

اگر نمودار تابع f داده شده باشد، f در صورتی يک به يک است که هر خط موازی محور x ها نمودار تابع را حداکثر در يک 
نقطه قطع کند. در شکل های داده شده توابع f و g يک به يک و در  نتيجه  وارون پذير می باشند.  توابع t و s  يک به يک نيستند و در 

نتيجه وارون پذير هم نيستند.

 . f ( x ) f ( x )=1 2 x يافت نمی شود که برای آن ها: ,x2 1 يک به يک بودن تابع به اين معنی است که هيچ دو نقطه متمايزی مانند 
. تابع يک به يک را به روش زير نيز می توان  x x=1 2 f آن گاه  ( x ) f ( x )=1 2

x داشته باشيم  ,x2 1 به بيان ديگر اگر برای دو نقطه  
مشخص کرد.

تذکر:
x از دامنه f داشته باشيم:  ,x2 1 تابع f يک به يک است، اگر برای هر دو نقطه 

f ( x ) f ( x ) x x= ⇒ =1 2 1 2  

g (x) =   xf (x) =3x+2

t (x)s (x)



فصل 2 تابع

٨٧

f يک به يک است.  ( x ) x= +3 2 ۱: نشان می دهيم تابع 
به کمک نمودار تابع ديده می شود که هر خط موازی محور x ها نمودار تابع را حداکثر در يک نقطه قطع می کند. 

 . x x=1 2 f ثابت می کنيم  ( x ) f ( x )=1 2 از طريق جبری نيز با فرض 
f ( x ) f ( x ) x x= ⇒ + = +1 2 1 23 2 3 2  

x x⇒ =1 23 3  
x x⇒ =1 2  

روش جبری در جاهايی که نمودار تابع شناخته شده نيست يا رسم آن دشوار است مناسب است. 
xf يک به يک است.  ( x )

x
+

=
−

2 1
1

۲: ثابت می کنيم تابع 
x xf ( x ) f ( x )
x x

+ +
= ⇒ =

− −
1 2

1 2
1 2

2 1 2 1

1 1  
    x x x x x x x x⇒ − + − = − + −1 2 1 2 1 2 2 12 2 1 2 2 1  

x x x x⇒− − = − −1 1 2 22 2  
x x⇒− = −1 23 3  

x x⇒ =1 2  
بنابراين f يک به يک است و در نتيجه وارون پذير است. 

)g يک به يک است. اين موضوع به سه روش قابل اثبات است. x ) x= ٣: تابع 
الف) استفاده از آزمون خط افقی، يعنی هر خط به موازات محور x ها نمودار تابع را حداکثر در يک نقطه قطع 

می کند. 
که  داريم  اطمينان   ≠x x1 2 اگر  نتيجه  در  است،  صعودی  اکيداً  تابع  يک   g( x ) x= حقيقت  در  ب) 
. اين خاصيت برای تمام توابع اکيداً صعودی برقرار است يعنی، توابع اکيداً صعودی يک به يک و در  ≠g( x ) g( x )1 2

نتيجه وارون پذير هستند. توابع نزولی اکيد نيز يک به يک و در نتيجه وارون پذير هستند. 
 = ⇒ = ⇒ =g( x ) g( x ) x x x x1 2 1 2 1 2 ج) روش محاسبه جبری:  

بررسی  نيز  توابع  نمودار  رسم  مورد (الف) و (ب) موضوع را با  يک است. در  يک به  زير  توابع  کدام يک از 
کنيد. 

f ( الف ( x ) x= − 21 )g (ب             x ) x= −2 3 )xh (ج          x )
x
+

=
−
6

3 4

مثال

تمرين در كلاس
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٨٨

يک  به  يک  تابعی  بتوانيم  است  ممکن  تابع  يک  دامنه  کردن  کوچکتر  با  اما  نيست،  هم  وارون پذير  نباشد  يک  به  يک  تابعی  اگر 
بسازيم. 

مثلاً تابع٢ f(x) = x يک به يک نيست اما می توانيم دامنه تابع را به بازه [۰, ∞-) محدود کنيم و در اين صورت تابعی يک به يک 
به دست آوريم. همچنين می توانيم دامنه آن را به بازه (∞,۰] محدود کنيم و تابعی يک به يک به دست آوريم.

f (x) x= 2

x < of (x) x= 2f (x) x= 2
x > o

۱. کدام يک از توابع زير يک به يک هستند. 
f ( x ) x x x= − ≥2 2  الف) 0

−
= >

xf ( x ) x
x

2

2

4
0

2
ب) 

۲. با محدود کردن دامنه هر يک از توابع زير روی يک بازه، تابعی يک به يک بسازيد. 
y = cosx (د                 y = sinx (ج            y ( x )= + 23 y            ب)  x= −2 الف) 

 .g(b) = a آنگاه f(a) = b عمل می کند، يعنی اگر f تابعی است که برعکس g ،باشد g تابعی وارون پذير باشد و وارون آن تابع f اگر
اين ويژگی باعث می شود نمودار g قرينه نمودار f  نسبت به نيمساز ربع اول و سوم شود. به خاطر اين ويژگی با در دست داشتن نمودار 

يک تابع وارون پذير می توانيم نمودار تابع وارون آن را رسم کنيم. 

بحث در كلاس
اگر f تابعی وارون پذير و وارون آن تابع g باشد، آيا g نيز وارون پذير خواهد بود؟ وارون g چه تابعی خواهد بود؟

تمرين در كلاس

f  يک به يک است
f وارون پذير است

 f  يک به يک است
f وارون پذير است

 f  يک به يک نيست
f وارون پذير نيست

محدود کردن دامنه يک تابع را تحديد کردن تابع می نامند. اين عمل، از روی تابع داده شده، تابع جديدی می سازد و ممکن است 
تابع جديد خواصی داشته باشد که تابع قبلی نداشته باشد. در جمع و ضرب و تقسيم توابعی که دامنه يکسان ندارند، ابتدا اين توابع روی 

دامنه يکسان تحديد می شوند و سپس اين توابع تحديد يافته هستند که با هم جمع، ضرب، يا تقسيم می شوند.
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٨٩

           محاسبه تابع وارون 
در رياضی ۲ يادگرفته ايد که اگر تابعی يک به يک مانند f به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب داده شده 
باشد، برای بدست آوردنf -۱، جای مؤلفه های اول و دوم هر زوج مرتب را عوض می کنيم به عبارت ديگر برای هر تابع 

 يک به يک  f تابع f -۱  به صورت زير تعريف می شود:
 { }f ( y,x )|( x, y ) f− = ∈1  

با توجه به تعريف f -۱ ، هنگامی که نمودار  يک تابع يک به يک  f داده شده باشد برای به دست آوردن نمودار 
تابع f -۱  کافی است قرينه نمودار  f  را نسبت به خط y = x  به دست آوريم. 

ابتدا تعيين کنيد که کدام يک از توابع زير يک به يک هستند، سپس وارون هر کدام که يک به يک هستند را مانند 
نمونه در همان دستگاه مختصات رسم کنيد. از خط y = x برای سهولت استفاده کنيد.

f

(−3,−3)
(0,−2)

(1,2)

(2,1)(−2,0)

f
y = x

y = x

f −1
x x

yy

f (x) = 2

f (x) = 3x −

y = x y = x

x

y

x

y

تمرين در كلاس
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فصل 2 حسابان
يافتن ضابطهٴ تابع وارون

 نمودار تابع خطی f (x) = ۲x + ۳  داده شده است. 

١ــ وارون اين تابع را در همان دستگاه مختصات رسم کنيد. 
 ( , ),( , )15 03 ٢ــ معادله ای برای وارون اين تابع به دست آوريد. می توانيد از اين نکته استفاده کنيد که  نقاط
) روی نمودار f -۱  قرار دارند و نمودار  f -۱  يک خط راست  , ),( , )51 30 روی نمودار  f قرار دارند. پس نقاط  

است.

        f  جدول تابع                            f -۱ جدول تابع  

y x=

f (x)  x=  +2 3

پيدا کردن ضابطهٔ f -۱  در فعاليت قبل چندان دشوار نبود زيرا f  يک تابع خطی بود. اما اگر    f  خطی نباشد کار چندان ساده 
نيست. اکنون با روش ديگری وارون  f  را به دست می آوريم که بتوان آن را هنگامی که تابع داده شده خطی هم نيست به کار برد. 

تابع f (x) = ۲x + ۳ را در نظر می گيريم. در جدول زير برخی از مقادير از دامنه و مقادير نظير آن از برد داده شده اند. همان طور 
که می دانيد  f  يک به يک است اگر شبيه همين جدول را برای تابع وارون f در نظر بگيريم جدولی به دست می آيد که در آن جای مقادير 

متناظر  y,x تغيير کرده است.

فعاليت 9
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مثال

) به وارون آن. عدد ۱ توسط قانون تابع به ۵ نظير شده  , ),51 ) به f  تعلق دارد و زوج  , ),15 زوج مرتب 
است يعنی۱ در۲ ضرب شده و ۳ واحد به آن اضافه شده است اما چه قانونی ۵  را به۱ نظير می کند؟  پاسخ 
برگشت از همين مسير است. يعنی ابتدا سه واحد از ۵ کم کنيم و سپس مقدار به دست آمده را بر۲ تقسيم 
کنيم جدول روبه رو اين فرآيند را بهتر توصيف می کند. اگر تابع وارون  f  را با  g  نمايش دهيم، ضابطه آن به 

)yg می باشد. مشخص است که yها از برد  f  اختيار می شوند.  y ) −
=

3
2

صورت: 

همان طور که می دانيد g را به صورت های زير هم می توان نمايش داد: 
− − −

= = =
3 3 3

2 2 2
a b tg( a ) , g( b ) , g( t )

 
آن چه که مهم است اين است که دامنهٔ g همان برد f است بنابراين می توان نوشت: 

     
3

2 f
xg( x ) x R−

= ∈     

    xf ( x )− −
=1 3

2
از آنجا که g را معمولاً با f -۱ نمايش می دهيم داريم: 

 اکنون آن چه بيان شده را به عنوان يک روش به کار می بريم. 

تذکر:
برای به دست آوردن ضابطهٔ تابع وارون يک تابع وارون پذير مانند f در معادلهٔ x ،  y=f(x) را بر حسب y محاسبه 

می کنيم، سپس با تبديل y به x تابع f -۱(x) را به دست می آوريم.

را به دست می آوريم. f ( x ) x= +2 3 ضابطهٔ وارون تابع 
 f ( x ) =2 3x + =2 3xy +⇒      

2 3x y⇒ = −             
3

2
yx −

⇒ =  
3

2
yg( y ) −

⇒ =  
3

2

x −
⇒  =−f  ( x )1     

yy x3
2

7 2

5 1

11 1
3 3
3 0

1 1

1 2

−
=

−
− −
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نشان دهيد توابع زير يک به يک هستند و دامنه و برد و ضابطه تابع وارون آن ها را به دست آوريد.
5

2 3
xg( x )
x
−

=
+

ب)   2f ( x ) x= − الف) 

تمرين در كلاس

فعاليت 10

 ( g f )( x ) , ( f g )( x )0 0 3 است. توابع 
2

xg( x ) −
= 2 ديديم که وارون آن، تابع   3f ( x ) x= + ١ــ  اگر 

را محاسبه کنيد.
+ است. توابع 

=
2 1
2

xg( x ) 2 ثابت کنيد که  f  وارون پذير است و وارون آن تابع  1f ( x ) x= − ۲ــ اگر 
) را محاسبه کنيد. g f )( x ) , ( f g )( x )0 0

حدس  چه   ( g f )( x ) , ( f g )( x )0 0 توابع مورد  در  باشد   g وارون  تابع  دارای   f تابع  اگر  طور  کلی  به  ۳ــ 
می زنيد؟  توجه کنيد که تابع و تابع وارون عکس يکديگر عمل می کنند.

خاصيت تابع و تابع وارون نشان می دهد که قضيه زير برقرار است. 

قضيه:
اگر دو تابع  f و g وارون يکديگر باشند داريم:

= =g f g fD R , R D  
=g( f ( x )) x و برای هر x در دامنهٔ f داريم:  
=f ( g( x )) x و برای هر x در دامنهٔ g داريم:  

1 اشتباه گرفت. 
f ( x )

تذکر: توجه داريم که f   -۱  يک نماد است و نبايد آن را با 
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۰ يک به يک نبودن f از روی  ≠ f ولی ٣  ( ) f ( )=0 3 تابع f (x) = x۲ - ۲x + ۳  يک به يک نيست. زيرا 
نمودار آن نيز به سادگی ديده می شود. 

2

2

f (x)
f (x)

f     (x)−1

 hو g وارون يکديگرند ولی  gو f ثابت کنيد که xh( x ) −
=

3
7

, g( x )
x

=
−
7
3

, f ( x )
x

= +
7

3 ۱ــ اگر 
وارون يکديگر نمی باشند.

)g وارون يکديگرند؟  x ) =
5
2

 , =f ( x ) 2
5

٢ــ آيا دو تابع 
y معادله  دو خط باشند که نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه اند،  m x b= +2 2 y و  m x b= +1 1 ۳ــ  اگر 

. m m =1 2 نشان دهيد 1

تمرين در كلاس

مثال

 اما تحديد اين تابع روی بازهٔ (∞,۱] تابعی يک بـه يک است و می تـوانيم معادله ای بـرای f -۱  بـه دست آوريم.  نـمودار بـالا  
يک به يک بودن تحديد f  روی بازهٔ  (∞,۱] را نشان می دهد و با روش جبری نيز می توانيم اين مطلب را ثابت کنيم.  

f ( x ) f ( x ) x x x x= ⇒ − + = − +2 2
1 2 1 1 2 22 3 2 3  

⇒ − + = − +( x ) ( x )2 2
1 21 2 1 2     

( x ) ( x )⇒ − = −2 2
1 21 1     

x x⇒ − = −1 21 1                        
x x⇒ =1 2                                      

≥x استفاده کرده ايم (چگونه؟). برای  21 ≥x و  11 توجه داشته باشيد که در نتيجه گيری های بالا از اين که 
به دست آوردن ضابطه تابع وارون داريم:     
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بحث در كلاس
وارون يک تابع صعودی (اکيد)، صعودی است يا نزولی؟ وارون يک تابع نزولی (اکيد) چگونه است؟

مسائل

= − + ⇒ = − + ⇒ − = − ⇒ − = ± −2 2 22 3 1 2 2 1 1 2f ( x ) x x y ( x ) y ( x ) x y  
1 در نتيجه  2x y− = − جواب منفی قابل قبول نيست ( چرا؟ ) بنابراين 

x y f ( x ) x−= − + ⇒ = − +12 1 2 1   
به کمک نمودارها  و نيز از ضابطه توابع ديده می شود که: 

 [ , ) 11f fD R −= +∞ =  
                      [ , ) 12f fR D −= +∞ =  

بنابراين:
:[ , ) [ , )1 2 1f − +∞ → +∞  

1 2 1f ( x ) x− = − +  
f با محاسبه زير روشن می شود.    ( f ( x )) x− =1 درستی تساوی 

f ( f ( x )) f ( x ) ( x ) ( x ) x x− = − + = − + − + = − + = − + =1 2 22 1 2 1 1 2 2 2 2 2   
 اثبات درستی رابطهٔ f  -۱(f(x))=x به طريق مشابه است.

)g وارون يکديگرند. برای کدام مقادير x داريم  x ) , f ( x )
x x

= = +
−
1 1

2
2

۱ــ تحقيق کنيد که توابع 
؟ g( f ( x )) x= f و برای کدام مقادير x داريم  ( g( x )) x=

٢ــ فرض کنيد تابع f دارای وارون است. اگر نمودار f در ربع اول واقع شود، نمودارf   -۱  در کدام ناحيه قرار 
می گيرد؟ 

f يک به يک نيست. با محدود کردن دامنه  f  يک تابع يک به يک  ( x ) x= − +2 3 ۳ــ نشان دهيد تابع  
بسازيد و وارون آن را به دست آوريد.

٤  ــ در هر يک از حالت های زير نشان دهيد که توابع f  و g وارون يکديگرند. 
                33 5 5f ( x ) x , g( x ) x= − = + الف)  
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2= − = +    ≥2 2    0f ( x ) x , g( x ) x    x ب ) 
۵  ــ  نمودار تابعی مانند  f  را رسم کنيد که در همه شرايط زير صدق کند. 

الف )  f  وارون پذير نباشد. 
. x f ( x )<  ، x ب ) برای هر عددحقيقی

دست  به  پذيرند  وارون  که  کدام  هر  برای  را  وارون  تابع  ضابطه  و  کنيد  بررسی  را  زير  توابع  وارون پذيری  ۶ــ 
آوريد. 

 f ( x ) ( x ) x= + ≥ −25 5 الف)  
 f ( x ) x x= − − + ≥1 1 ب)  1

f ( x ) ( x )= − 23 ج)  
f ( x ) x= + −2 3 د) 

xf وارون خودش است. ( x )
x
−

=
−

3 2
5 3

٧  ــ نشان دهيد که تابع  
را    f -۱(x) = f(x) آن ها  ازای  به  که  را   b,aمقادير همهٔ  است  شده  داده   a ≠0  f ( x ) ax b= + تابع  ـ  ٨ ـ

بيابيد.

 تحقيق کنيد. 
x x

f ( x ) x x
x x

 + ≤ −
= − < <
 + ≤

2

2

2 1

1 1

1 1

٩ــ در مورد وارون پذيری تابع 

 . g-۱ 0 f -۱= (f0g) - ۱  با محاسبه نشان دهيد g( x ) x= −3 7  ، f ( x ) x= + 3 ١۰ــ اگر 
رابطهٔ از  ثانيه   t از  بعد   ( متر  حسب  بر   h  ) آن  ارتفاع  کند،  سقوط  متری   ۱۰۰ ارتفاع  از  سنگی  اگر  ۱١ــ  

249 به دست می آيد.،
100

10
h( t ) t= −

 الف) دامنه و برد تابع h(t) را به دست آوريد.
ب) چرا h(t) تابعی يک به يک است و معنای فيزيکی آن چيست؟ 

ج ) تابع وارون h را به دست آوريد.
د) معنای فيزيکی تابع وارون h چيست و چه مقدارهايی را به چه مقدارهايی تبديل می کند؟

،
،

،
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قبلاً با توابع خطی آشنا شده ايد .هر تابع به صورت f(x)=ax+b را يک تابع خطی می ناميم. اگر ٠= a، تابع به 
صورت  f(x)=b  در می آيد که آن را تابع ثابت می نامند. توابع خطی حالت خاصی از توابعی هستند که آن ها را توابع 

چندجمله ای می نامند. توابع درجه دوم نيز حالت خاصی از توابع چندجمله ای هستند. 

توابع چند جمله ای و توابع متناوب

تعريف:
0− اعدادی  1 2 1� n na ,a ,a , ,a ,a − که در آن 

−= + + + +1
1 1 0�n n

n nf ( x ) a x a x a x a هر تابع به صورت: 
0na≠ را يک تابع چند جمله ای از درجهٔ n می نامند. حقيقی و  n يک عدد صحيح نامنفی و 

درجدول زير مثال هايی از توابع چندجمله ای ارائه شده است.

درجهٴ چند جمله ایشکل کلیمثال

f ( x ) = 3f ( x ) a=(توابع ثابت) ٠

f ( x ) x= −
2

5
3

f ( x ) a x a= +1 0(aخط با شيب ١)١

f ( x ) x x= − + +23 2 12
2 1 0f ( x ) a x a x a= + ٢(سهمی ها)+

f ( x ) x x x= − + −3 27 2 2 5f ( x ) a x a x a x a= + + +3 2
3 2 1 0

٣

34f ( x ) x x x = − +4 3 2 1f ( x ) a x a x a x a x= + + +4 3 2 + a0٤

با رسم نمودار توابع چندجمله ای از درجه ۰، ۱ ، ۲ و يافتن دامنه و برد آن ها آشنا شده ايد. دراين جا نمودار تابع چندجمله ای 
y می توان نمودار آن ها را رسم کرد مورد بررسی  x= 3 f و برخی از توابع چندجمله ای ديگر درجه سوم که به کمک تابع  ( x ) x= 3

قرار می دهيم.
f برابر IR است و تابعی فرد است، بنابراين نمودار آن نسبت به مبدأ مختصات متقارن است . با توجه به  ( x ) x= 3 دامنهٔ تابع 
ضابطه تابع برای مقادير مثبت x، مقدار تابع مثبت است بنابراين کافی است نمودار تابع در ربع اول را رسم کنيم و سپس قرينه آن را 

        . 3 3
1 2x x< نسبت به مبدأ مختصات رسم کنيم. اين تابع صعودی است زيرا اگر x٢ >x١ می توان نتيجه گرفت 

)  زير خط y = x و  , )01 ، بنابراين نمودار اين تابع در بازهٔ  x x< 3 x و برای x > ١ داريم  x< <30 >x داريم:  <0   برای  1
) بالای خط y = x قرار دارد . , )∞1 در بازهٔ 



٩٧

فصل 2 تابع

تمرين در كلاس

 f (x) = x3

y = x

f به سادگی انجام می شود. ( x ) x= 3 اکنون با کمک نقطه يابی رسم نمودار تقريبی 

0 0

1 1

3 27
1 1

2 8
1 1

3 27

2 8
2 8

x f(x)

 
  

. ( x ) xf − =
31 باتوجه به يک به يک بودن، اين تابع وارون پذير است و 

y= رسم کنيد.  x3 را در همان دستگاه مختصات به همراه نمودار =y x3 ۱ــ نمودار 
y و نمودار يک تابع ديگر که به کمک آن به دست آمده است  x= 3 ۲ــ در هريک از شکل های زير نمودار تابع 

در يک دستگاه مختصات رسم شده اند. ضابطه نمودار تابع جديد را بنويسيد. 

(الف) (ب)

(ج) (د)

 -۱

y

x

y

x۱ ۲

۲

y

x

y

x
 -۱

۱
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حرکت هايی که الگوی خاصی را تکرار می کنند حرکت متناوب می نامند. حرکت زمين دور خورشيد، تغيير فصل ها، حرکت 
عقربه های ساعت از اين نوع حرکت ها هستند. اين نوع حرکت در تنظيم بلند مدت وقت و محاسبه زمان به انسان کمک می کند. حرکت 
ديگر تناوبی گردش ماه به دور زمين است که در طی يک دوره تقريباً ۲۸ روزه صورت می گيرد و ما را در محاسبه تعداد ماه ها ياری 
ساخت  در  رفتارها  اين گونه  از  انسان ها  هستند.  تناوبی  رفتار  دارای  نيز  خلقت  عالم  در  ديگر  طبيعی  پديدهای  از  بسياری  می نمايد. 

مصنوعات بشری مانند ساعت هم استفاده کرده اند. 
توابعی که بيان کننده اين حرکات تناوبی هستند شکل خاصی دارند و آن ها را تابع های متناوب می نامند. سال قبل با توابع متناوبی 
مانند y = sinx و y = cosx  و دوره تناوب برخی از توابع مثلثاتی آشنا شده ايد. در اينجا به طور دقيق تری  توابع متناوب را تعريف 

می کنيم.
تعريف:

باشيم  داشته   ∈ fx D هر برای  که  باشد  موجود   T مانند  مثبت  حقيقی  عدد  يک  هرگاه  ناميم  متناوب  را   f  تابع 
. کوچک ترين عدد T با خاصيت بالا را دورهٔ تناوب  f   می نامند. + =f ( x T ) f ( x ) fx و T D∈+−

T = 3

+3−3 +6 +9−6

T = 4

0 4 8 12

y را به کمک نمودار تابع y = x٣  رسم  x= 32 31 و  2y ( x )= − + y و ( x )= + 33
2

۳ــ نمودار توابع  
کنيد.

مثال

١: توابعy = sinx و y = cosx   توابعی متناوب با دورهٔ تناوب ۲π هستند. 
٢: توابعی که نمودار آن ها در زير آمده است توابعی متناوب با دورهٔ تناوب های مختلف هستند.
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 نرخ ارسال بسته های پستی به طور معمول تابعی از وزن آن ها است. همچنين نرخ توقف در پارکينگ ها برحسب 
ساعت توقف اتومبيل ها در آن جا تعيين می شود، يعنی نرخ پارکينگ  تابعی از زمان توقف است . فرض کنيد پارکينگ 
يک مجتمع تفريحی و ورزشی برای سه ساعت اول توقف ۲هزارتومان و برای هر ساعت اضافه يا زمانی کمتر از يک 
ساعت ۵۰۰ تومان دريافت کند.  اگر حداکثر زمان توقف در اين پارکينگ ۸ ساعت باشد، نمودار تابعی که نرخ توقف 

را به ازای همه ساعات ممکن نشان دهد به شکل زير است.

T = 63 6 9 12

6526 3
2T = π

y = sin 3x

πππ

توابع پله ای و تابع جزء صحيح

زمان

نرخ

دامنه اين تابع  [ ٨ ,٠) و برد آن مجموعه {٢,٢/٥,٣,٣/٥,٤,٤/٥} می باشد. برای مثال برای توقف ٥ ساعت و 
٢٠ دقيقه ای بايد مبلغ ٣٥٠٠ تومان پرداخت کرد. 

توابعی که نمودار آن ها شبيه تابع بالا هستند به توابع پله ای معروف هستند. 

x (ساعات توقف)f(x) = نرخ برحسب هزار تومان
٢
۲/۵
۳
۳/۵
۴
۴/۵

٠ < x ≤ ٣
٣ < x ≤ ٤
٤ < x ≤ ٥
٥ < x ≤ ٦
٦ < x ≤ ٧
٧ < x ≤ ٨

0   1    2    3    4    5    6    7    8

1

2

3

4

f (x)

x

y
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تعريف:

هر تابعی که بتوان دامنه آن را به تعدادی بازه تقسيم بندی کرد که تابع روی هر کدام از اين بازه ها تابع ثابت باشد 
يک تابع پله ای می نامند.

گونه خاصی از توابع پله ای تابع جزء صحيح می باشد. ابتداجزء صحيح يک عدد را تعريف می کنيم و بعد تابع جزء صحيح را 
تعريف می کنيم.

تعريف:
برای هر عدد حقيقی x جزء صحيح آن، بزرگترين عدد صحيحی است که از x بيشتر نيست. جزء صحيح x را 

با نماد [x] نمايش می دهيم.

برای مثال داريم:
[٣/٢] = ٣   [٤/٩] = ٤  [٧] = ٧    = 3 1  

[-١/٥] = -٢   − = − 1 2 1  [-٢] = -٢  [-٢/٩٥] = -٣  
جزء صحيح يک عدد به شکل زير نيز مشخص می شود.

برای هر عدد حقيقی x، يک عدد صحيح p موجود است که p .p ≤ x < p+۱ همان جزء صحيح x است.

تعريف:
 f(x) = [x] تابعی که به هر عدد حقيقی، جزء صحيح آن را نسبت می دهد، تابع جزء صحيح ناميده می شود و با

نمايش داده می شود.
دامنه تابع جزء صحيح مجموعه اعداد حقيقی و برد آن مجموعه  اعداد صحيح می باشد. نمودار اين تابع با توجه به جدول، در 

بازه ( ٣ ، ٢-] رسم شده است . 
[ ]

− ≤ < − −
− ≤ < −
≤ <
≤ <
≤ <

x
x

x
x
x

2 1 2

1 0 1

0 1 0

1 2 1

2 3 2

x x
 

p        x       p+1

[ ]f (x) x=

1          2          3 

−1

−1

−2

−2

y

x
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يک شرکت خدماتی برای هر ساعت کار، يا کسری از ساعت ۵ هزار تومان هزينه دريافت می کند. تابعی بنويسيد 
که هزينه x ساعت کار را محاسبه کند. نمودار اين تابع را نيز رسم کنيد.

مثال: تابع [٢x] = f (x)  را در بازه [۲ ، ۱-] رسم می کنيم.
−x آنگاه  ≤ ≤1 1  به دست می آيد. اگر  2

2
می دانيم که نمودار اين تابع از انقباض نمودار تابع [x] با ضريب 

−x و با توجه به تعريف جزء صحيح، [۲x] مقدارهای ۲- و ۱- و ۰ و ۱ و ۲ و ۳ و ۴ را اختيار خواهد  ≤ ≤2 2 4

کرد. 
[ ] 1
2 2 2 2 1 1

2
x x x= − ⇒ − ≤ < ⇒− ≤ < −    

با استدلال مشابه داريم:
[ ] , [ ]1 1
2 1 0 2 0 0

2 2
x x x x= − ⇒ − ≤ < = ⇒ ≤ <   

1 که از نقطه  ۱- شروع می شود به ترتيب مقدارهای۲- و ۱- و ۰ و ۱ 
2

بنابراين تابع در بازه های متوالی به طول 
و ۲ و ۳ و ۴ را اختيار خواهد کرد. نمودار اين تابع به شکل زير است.  

تمرين در كلاس

مسائل

 
۱ــ تابع پله ای روبه رو را رسم کنيد.    

x
f ( x ) x

x

≤ −
= − − ≤ <
 ≤

5 3

1 1 4

2 4   
] را در بازه [۶ ،۶- ] رسم کنيد .  ]1

3
y x= ۲ــ نمودار تابع 

1

4

3

2

1

−1     

−1

−2

2
1

2
3

2
1− 2

y

x
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۳ــ وارون پذيری تابع y = [x] را بررسی کنيد.
۴ــ نمودار توابع زير را در بازه [ ۲ ، ۲- ] رسم کنيد .

[ ]y x= − ]                                                ب)  ]2y x= الف)  
] متناوب است و با به دست آوردن دوره تناوب آن، نمودار آن را رسم کنيد. ]y x x= − ۵ــ نشان دهيد تابع 

۶ــ نمودار توابع زير را به کمک نمودار [x] رسم کنيد.
     y =۲[x] + ۱(ب                                            [ ] 1

2
y x= − الف) 

۷ــ نمودارهای دو تابع y = [x - ۳]  و y = [x] - ۳ را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد. چه رابطه ای بين 
اين دو تابع وجود دارد؟

ارسال  برای  و  تومان  هزار   ۲ کيلوگرم  يک  از  کمتر  تا  پستی  بسته های  ارسال  برای  پستی  شرکت  يک  ۸  ــ 
بسته های از ۱ تا کمتر از ۲ کيلوگرم ۴ هزار تومان و از ۲ تا کمتر از ۳ کيلوگرم ۶ هزار تومان و برای بسته های بيشتر 
نيز به همين ترتيب دريافت می کند. اگر f(x) هزينه ارسال يک بسته پستی x کيلوگرمی می باشد، نمودار آن را رسم کنيد 

و معادله ای برای آن بيابيد.



فصل 3 مثلثات

١٠٣

مثلثات

طول روز در طى يك سال كم و زياد مى شود.
تصوير بالا علت اين امر را نشان مى دهد مى توان 
صورت  به  مى توان  تقريباً  را  روز  طول  كه  ديد 

يك تابع مثلثاتى از روزهاى سال نوشت.

1.  توابع مثلثاتى
2.  تانژانت و كتانژانت 
3.  اتحادهاى مثلثاتى
4.  معادلات مثلثاتى  

5.  وارون توابع مثلثاتى  
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و  رفـت  حرکت  مثلاً  می شود.  انجام  مثلثاتی  توابع  با  طبيعت،  در  متناوب  حرکت های  از  بسياری  رياضی  بيان 
برگشتی يک آونگ، حرکت سيارات به دور خورشيد، نوسانات يک فنر همگی از طريق توابع مثلثاتی قابل بيان هستند. 

مثال: فرض کنيد وزنه ای را از يک فنر  آويزان کرده ايم و فنر به حال تعادل رسيده است. 
اگر وزنه به يک  مقدار اندک  کشيده و رها شود با فرض کم بودن اصطکاک وزنه يک حـرکت نوسانی انجام 
خواهد داد. اگر مـبدأ محاسبه ارتفاع وزنه را حالت تعادل وزنه بگيريم، و لحظه ٠ = t را لحظه رد شدن وزنه از حالت 

تعادل بگيريم تابعی که ارتفاع وزنه را در هر لحظه مشخص می کند به صورت y(t) = Asin(Bt) است.

فرض کنيد چرخ وفلکی به قطر ۲۰ متر داريم  که  هر ۲ دقيقه  يک   دور  در جهت مثبت می چرخد.  فرض 
کنيد پايين ترين نقطه چرخ و فلک  ۷ متر بالای زمين  باشد، و کابين 
خاصی از چرخ و فلک را  در نظر گرفته باشيم که در لحظه ٠ = t با 

زمين  ۱۷ متر فاصله دارد و رو به بالا در حال حرکت است.
می خواهيم در هر لحظه ارتفاع اين کابين از سطح زمين را 

مشخص کنيم.

توابع مثلثاتی

7

20

A

)(tx

تمرين در كلاس
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١ــ پس از گذشت t ثانيه، کمانی که کابين طی می کند چند راديان است؟
٢ــ پس از گذشت t ثانيه، کابين چند متر بالای قطر افقی قرار دارد؟ (اگر کابين زير قطر افقی باشد اين عدد را 

منفی حساب کنيد.)
٣ــتابعی که ارتفاع کابين را (بر حسب متر) نسبت به زمان (بر حسب ثانيه)  نشان می دهد بنويسيد.

را با x(t) نشان دهيم، اين تابع را به دست آوريد.  A فاصله سايه اين کابين روی زمين تا نقطه t ٤ــ اگر در لحظه

می دانيم که تغييرات طول روز در هر سال مشابه سال قبل تکرار می شود. اگر از اول فروردين طول هر روز را 
يادداشت کنيم اين مقدارها تا اول تابستان در حال افـزايش هستند. بـعد از اولين روز تـابستان طول روزهـا کـاهش 
می يابند تا به روز اول زمستان برسيم و مجدداً بعد از روز اول زمستان طول روزها افزايش می يابند. اين يک حرکت 

تناوبی است و می توانيم با يک تابع مثلثاتی طول روزها را بيان کنيم.
فرض کنيم t نشان دهنده روزهای سال باشد و ٠ = t نشان دهنده روز اول فروردين وt = ۳۶۴ نشان دهنده روز 
 Bو A نشان می دهيم و فرض کنيد به ازای برخی اعداد مانند L(t) ام (بر حسب ساعت) را باt آخر سال باشد. طول روز

وC داريم  L(t) = Asin(Bt) + C. با داشتن اطلاعات زير سعی می کنيم A و B و C را به دست آوريم.

روزاول فرورديناول تيراول دی

طول روز(ساعت)۹۱۵/۵۱۲/۲۵

. B /≈0 B است نشان دهيد02
π2 ،L(t) ۱ ــ با توجه به آن که دوره تناوب تابع

  ،A = ۳/۲۵ است و  نتيجه بگيريد -A + C و کمترين مقدار آن A + C برابر L(t) ۲ــ نشان دهيد بيشترين مقدار
.C  = ۱۲/۲۵

۳ــ تابع L(t) را بنويسيد و طول روز را در ۵ آذر حساب کنيد.

مثال

تمرين در كلاس
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تمرين در كلاس

x

x
xcos

xsin

تابع   توابع تانژانت و کتانژانت
عدد صحيح)بنا به تعريف:  k)  π

≠ π +x k
2

يکی از توابع مثلثاتی تابع  تانژانت است. به ازای هر مقدار 

sin xtan x
cos x

=  

هواپيمايی در ارتفاع ٣ کيلومتری پرواز می کند و در حال نزديک شدن به فرودگاه در محل R است. 

۱ــ فاصله افقی هواپيما با فرودگاه را بر حسب زاويه ای که رادار طبق شکل به دست می آورد حساب کنيد.
۲ــ اگر رادار زاويه ۴۵ درجه را نشان دهد، فاصله افقی هواپيما با فرودگاه چقدر است؟

يک  رسم  با  داد.  نمايش  هندسی  شکل  به  مثلثاتی  دايره  در  می توان  را   tanx مقدار   
دستگاه مختصات و دايره واحد به مرکز مبدأ، هر مقدار x که به عنوان زاويه ای بر حسب راديان 

در نظر گرفته شود نقطه ای از دايره مثلثاتی را معين می کند.

مشخص   sinx و   cosx مقدارهای  نقطه  اين  از  محور،  دو  بر  عمود  خط هايی  رسم  با 
می شوند.

تتاب

R

xسطح زمين
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x

xcos

xsin
tanx

x
)tan (tanx += x

x

xcos

xsin
xtan

با رسم خط مماس بر دايره مثلثاتی در نقطه (۱,۰) و ساختن محوری جديد، اگر خطی 
را که مبدأ را به نقطه روی دايره وصل می کند ادامه دهيم تا اين محور جديد را قطع کند، عرض 

نقطه برخورد مقدار tanx را نشان می دهد.

درستی اين مطلب از طريق رابطه تشابه در مثلث های قائم الزاويه ای که ساخته شده اند 
ربع های  در  زاويه  وقتی  آن،  بررسی  با  نيز  تانژانت  مقدار  علامت  درستی  است.  بررسی  قابل 
ديگری قرار می گيرد قابل انجام است. مثلاً وقتی که زاويه در ربع چهارم قرار می گيرد مقدار 

کسينوس مثبت و مقدار سينوس منفی است، پس مقدار تانژانت منفی است.

را  محورها  اين  مثلثاتی  دايره  در  می دهند،  نمايش  را  تانژانت  و  کسينوس  و  سينوس  مقدارهای  بالا  محورهای  که  آنجا  از 
محورسينوس ها و محور کسينوس ها و محور تانژانت ها می نامند. از روی شکل مشخص است که برای زاويه هايی که مضرب صحيح 
π هستند مقدار تانژانت تعريف نمی شود، زيرا در اين نقاط خط واصل از مبدأ به نقطه روی دايره با محور 

2
و فردی(مثبت يا منفی) از 

 sin x
cos x

تانژانت ها موازی است و آن را قطع نمی کند. از طريق جبری نيز مشاهده می کنيم که در اين زاويه ها کسينوس صفر است و کسر 
اعداد صحيح هستند) در بر ندارد.  k) را ( k )π+2 1

2
اعداد به صورت   tanx معنا ندارد. بنابراين دامنه تعريف تابع

و x + π مقدار تانژانت مساوی است.  x از روی شکل هم چنين مشاهده می کنيم که برای دو زاويه

به طور جبری نيز می توان اين رابطه را به دست آورد.

sin( x ) sin x sin xtan( x ) tan x
cos( x ) cos x cos x

+ π −
+ π = = = =

+ π −  
از اين تساوی نتيجه می شود tanx تابعی متناوب است و π يک دوره تناوب آن است.
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) ، بررسی کنيم. , )π π
−
2 2

در اين فعاليت می خواهيم چگونگی تابع تانژانت را در يک دوره تناوب آن، مانند بازه
از صفر شروع شوند و به طور مداوم   x ١ــ از طريق شکل و محور تانژانت ها توضيح دهيد که وقتی مقدارهای

π نزديک شوند، مقدارهای tanx چگونه تغيير می کنند.
2

افزايش يابند تا به 
) صعودی است؟ , )π

0
2

٢ــ آيا تابع تانژانت روی بازه
٣ــ از طريق شکل و محور تانژانت ها توضيح دهيد که وقتی مقدارهای x از صفر شروع شوند و به طور مداوم 

چگونه تغيير می کنند.  tanx نزديک شوند، مقدارهای π
−
2
کاهش يابند تا به

) صعودی است؟  , )π π
−
2 2

) صعودی است؟ آيا تابع تانژانت روی بازه  , )π
− 0
2

٤ــ آيا تابع تانژانت روی بازه
) تابعی زوج يا فرد می باشد؟ , )π π

−
2 2

٥ ــ آيا تابع تانژانت روی بازه
٦ــ با تکميل جدول زير و يافتن مقدار tanx در چند نقطه خاص نمودار تقريبی اين تابع را در کل دامنه آن 

رسم کنيد.

π π π π π π
− − − 0
3 4 6 6 4 3

x

tanx

22 2
3

2
3

x
x

tanx

با توجه به اطلاعاتی که در فعاليت قبل نسبت به تابع تانژانت به دست آورده ايد، نمودار تقريبی آن به شکل زير خواهد بود.

فعاليت 1



فصل 3 مثلثات
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يکی ديگر از توابع مهم مثلثاتی تابع کتانژانت است که به صورت زير تعريف می شود.

cos xcot x ( x k )
sin x

= ≠ π  

. =cot x
tan x
1 در زاويه هايی که تابع تانژانت ناصفر است مقدار کتانژانت وارون مقدار تانژانت است. يعنی 

عددی صحيح است.  k است که kπ ١ــ نشان دهيد دامنه تابع کتانژانت همه اعداد، غير از اعداد به صورت
۲ــ نشان دهيد π يک دوره تناوب تابع کتانژانت است.

۳ــ نشان دهيد مقدار cotx از طريق محوری که در زير رسم شده است و آن را محور کتانژانت ها می نامند به 
دست می آيد.

٤ــ از طريق محور کتانژانت ها توضيح دهيد که وقتی مقدارهای x از يک زاويه مثبت نزديک صفر شروع شوند 
و به طور مداوم افزايش يابند تا به π نزديک شوند، مقدارهای cotx چگونه تغيير می کنند.
٥ــ وضعيت صعودی يا نزولی بودن تابع کتانژانت در بازه (π , 0) چگونه است؟

در چند نقطه خاص نمودار تقريبی اين تابع را در کل دامنه آن رسم کنيد.  cotx ۶ــ با يافتن مقدار
cot را به دست آوريد و از طريق آن چگونگی ارتباط نمودارهای دو تابع  x tan( x )π

= −
2

٧ــ درستی تساوی 
را توضيح دهيد.  tanx و  cotx

x

xcot

با توجه به نتايجی که از تمرين بالا به دست می آيد نمودار تابع کتانژانت در صفحهٔ بعد رسم شده است.

تمرين در كلاس
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اتحادهای مثلثاتی

20 22 2
3

اگر زاويه ای دو برابر شود، نسبت های مثلثاتی آن چگونه تغيير می کنند؟

کسی که اولين بار به اين سؤال پاسخ گفت ابوالوفای بوزجانی از دانشمندان ايرانی بود که نقش زيادی در گسترش علم مثلثات 
در آن دوره داشته است. فعاليت زير بر اساس روش بوزجانی برای يافتن sin۲α بر حسب نسبت های مثلثاتی α می باشد.

١ــ از طريق شکل مقابل نشان دهيد که اگر AB وتری در دايره واحد باشد 
که زاويه کمان روبروی آن α ٢ باشد، طول وتر sinα ٢ است.

 OC و OA مرکز دايره واحد و زاويه بين دو شعاع O ٢ــ در شکل مقابل
 A

∧ π
=
2
B و

∧
= α عمود برBC است. ابتدا استدلال کنيد  AH ٢ است و α  برابر

.HAC
∧

= α و

A

B

2

A

B C
HO

فعاليت 2

حل يك مسئله
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. α =
AHcos
AC

= و در مثلث قائم الزاويه AHC داريم  αAH sin2 و  AC sin= α2 ٣ــ استدلال کنيد که
. sin sin cosα = α α2 2 ٤ــ نتيجه بگيريد:

α ، نتيجه بگيريد: =
HCsin
AC

OH و  cos= α2 + و  =OH HC ٥ــ از تساوی های1
.cos۲α = ۱ - ۲sin۲α

توابع  خواص  از  استفاده  با  نيز،  زاويه ها  ساير  برای  ولی  دارد،  اعتبار   π
< α <0

2
اگرچه استدلال بالا فقط برای حالتی که

سينوس و کسينوس، می توان درستی اين تساوی ها را به دست آورد. 

sin cos sin sinπ π π π
= × = = × =

2 2
2 2 1 2

4 4 2 2 4 2
π داريم: 

α =
4

١: برای زاويه 

π داريم: 
6

٢:  برای زاويه 

π π π π
= × = = × =sin cos sin sin1 3 3

2 2 2
6 6 2 2 2 6 3  

π را هم با دقت حساب 
4

π و 
3

π و 
6

به کمک روابط بالا می توانيم نسبت های مثلثاتی زاويه های ديگری غير از 
کنيم.

٣: سينوس زاويه ۱۵ درجه را حساب می کنيم.

 
−

= × = − ⇒ = − ⇒ =� � � � �cos cos sin sin sin2 23 2 3
30 2 15 1 2 15 1 2 15 15

2 2

١ــ با توجه به درستی تساوی sin۲α = ۲sinα cosα برای زاويه های حاده، درستی اين تساوی را برای 
زاويه منفرجه β ثابت کنيد. (از زاويه حاده α = π - β کمک بگيريد.)

٢ــ نشان دهيد برای هر زاويه α داريم:
cos sin cos sin cosα = − α = α − α = α −2 2 2 22 1 2 2 1                                                                                             

مثال

تمرين در كلاس
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٣ــ نشان دهيد برای هر زاويه α داريم: 

+ α − α
α = α =2 21 2 1 2

2 2
cos coscos , sin  
٤ــ سينوس و کسينوس زاويه °۲۲/۵  را حساب کنيد.

A
BC

O

A
BC

O

FE

مسئله مهم تر ديگری که بوزجانی به حل آن پرداخت يافتن نسبت های مثلثاتی مجموع دو زاويه 
مانند α و β بود. روشی که در زير برای حل اين مسئله می آيد بر اساس روش بوزجانی است. 

نظر  در  را  حالتی  می کنيم.  رسم  هم  پهلوی  مبدأ  مرکز  به  را   β و   α زاويه  دو  واحد  دايره  در 
می گيريم که α + β حاده باشد.

اگر زاويه های مرکزی ۲αو ۲β و (α + β)۲ را بسازيم وتر روبروی آن ها مقدارهای ۲sinα و  
۲sinβو ۲sin (α + β) را نشان خواهند داد. برای اين کار از B به OC و OA عمودی رسم می کنيم 

تا دايره را به ترتيب در نقاط E  و F قطع کنند.

ادامه روش بوزجانی را در فعاليت زير دنبال می کنيم.

.EF = 2sin(α + β) نتيجه بگيريد EF ١ــ با رسم پاره خط
٢ــ نشان دهيد زاويه های  EFB و FEB به ترتيب برابر β و α می باشند.

۳ــ مثلث EFB را جداگانه در صفحه بعد رسم کرده ايم و ارتفاع وارد بر ضلع EF را نيز رسم کرده ايم. با توجه به 
آن که طول اضلاع و زاويه های اين مثلث معلوم شده اند، نتيجه بگيريد:

فعاليت 3 
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sin(α + β) = sinαcosβ + cosαsinβ  

اگرچه استدلال بالا فقط برای حالتی که α + β حاده باشد اعتبار دارد، ولی با استفاده از خواص توابع سينوس و کسينوس 
می توان درستی آن را برای تمام زاويه ها به دست آورد. مثلاً در حالتی که  α و  β حاده هستند ولی α + β  منفرجه است، می توانيم برای 

) نيز حاده است بنويسيم: )′ ′α +β = π − α +β π′β که هر دو حاده هستند و   = −β
2

π′α و  = −
2

a  
 
دو زاويه

sin( ) sin cos cos sin′ ′ ′ ′ ′ ′α +β = α β + α β  
در نتيجه:

sin( ) sin( ( )) sin( ) sin cos cos sin′ ′ ′ ′ ′ ′α +β = π − α +β = α +β = α β + α β  
sin( )cos( ) cos( )sin( )π π π π

= −α −β + −α −β
2 2 2 2  

cos sin sin cos= α β + α β  
برای بقيه حالت ها نيز می توان محاسبات مشابهی را انجام داد.

E F

B

)sin( +

sin sin22

2

تمرين در كلاس

سينوس زاويه °۷۵ را حساب می کنيم.
sin sin( ) sin cos cos sin= + = +75 45 30 45 30 45 30� � � � � � �

 
+

= × + × =
2 3 2 1 6 2
2 2 2 2 4  

١ــ فرمول سينوس مجموع دو زاويه برای هر دو زاويه دلخواهی برقرار است. در اين فرمول β را به β _ تبديل 
کنيد و نتيجه بگيريد برای هر دو زاويه α  و β داريم:

sin(α _ β) = sin α cos β _ cos α sin β  

مثال
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دو  هر  برای  بگيريد  نتيجه   ، cos( ) sin( ( )) sin(( ) )π π
α +β = − α +β = −α −β

2 2
که  آن  به  توجه  با  ٢ــ 

زاويه α  و β داريم:
cos(α + β) = cos α cos β _ sin α sin β  

٣ــ ثابت کنيد برای هر دو زاويه α  و β داريم:

α + β
α +β =

− α β
tan tantan( )

tan tan1

٤ــ ثابت کنيد برای هر زاويه α  داريم: 
sin۳α = _ ۴sin۳α + ۳sinα             ,             cos۳α = ۴cos۳α _ ۳cosα 

به کمک روابط بالا می توانيم نسبت های مثلثاتی زاويه های بيشتری را با دقت حساب کنيم.

١:  تانژانت زاويه °۱۰۵ را حساب می کنيم.
tan tantan tan( )

tan tan
+

= + =
−

45 60
105 45 60

1 45 60

� �
� � �

� �  
+ +

= = −
− ×

( )21 3 1 3
21 1 3  

٢:  کسينوس زاويه ° ۶۷/۵ را حساب می کنيم.

67 . ابتدا کسينوس  ° ۲۲/۵ را حساب می کنيم. 5 3   22 5 3
45

2

� داريم 

coscos / cos /
++ + +

= = = ⇒ =2

2
11 45 2 2 2 2222 5 22 5

2 2 4 2

�
� �

حال کسينوس  ° ۶۷/۵ را حساب می کنيم.
+ +

= − = × − ×� � � ( )cos / cos ( / ) cos /
2

3 2 2 2 2
67 5 4 22 5 3 22 5 4 3

8 2  

( )+
= −

2 2
2 1

2  

مثال
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روابط به دست آمده در محاسبات نسبت های مثلثاتی مجموع و تفاضل زاويه ها موجب می شود روابط جديد ديگری بين توابع مثلثاتی 
به دست آيند. مثلاً برای هر دو زاويه  α و β داريم:

sin( ) sin cos cos sinα +β = α β + α β
 sin( ) sin cos cos sinα −β = α β − α β  

با جمع طرفين تساوی نتيجه می شود:

α β = α +β + α −β
1
2

sin cos (sin( ) sin( ))

اتحاد بالا يک عمل ضرب نسبت های مثلثاتی را به يک عمل جمع نسبت های مثلثاتی ديگر تبديل می کند. 

)cos نتيجه بگيريد: )α −β )cos و  )α +β ١ــ با استفاده از فرمول محاسبه 
α β = α +β + α −β

1
2

cos cos (cos( ) cos( ))  
α β = α −β − α +β

1
2

sin sin (cos( ) cos( ))  
B نتيجه بگيريد: = α −β A و  = α +β ٢ــ با استفاده از روابط بند (۱) و نتايج قبل با قرار دادن 

A B A Bsin A sin B sin cos+ −
+ =2

2 2  
A B A Bcos A cos B cos cos+ −

+ =2
2 2  

A B A Bcos A cos B sin sin+ −
− = −2

2 2  

اين اتحادهای مثلثاتی کمک زيادی در ساده سازی عبارت های مثلثاتی می کنند و از آن ها در جهت تبديل جمع ها به ضرب ها و 
برعکس تبديل ضرب ها به جمع ها استفاده می شود. 

تمرين در كلاس
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. cos x cos x cos xcos x+ =2 4 2 3 ١: نشان دهيد 
x x x xcos x cos x cos cos+ −

+ =
2 4 2 4

2 4 2
2 2  

 cos xcos( x ) cos xcos x= − =2 3 2 3  
)sin را به صورت حاصل ضربی تبديل می کنيم. x h ) sin x+ − ٢: عبارت 

x h ( x ) x h ( x )sin( x h ) sin x sin( x h ) sin( x ) sin cos+ + − + − −
+ − = + + − =2

2 2

                                
h hsin cos( x )= +2
2 2  

، مقدارهای    cos β = −
5
13

sinα و  =
3
5

١ــ اگر α زاويه ای در ربع اول و β زاويه ای در ربع سوم باشد که 
)tan را تعيين کنيد. )α +β )sin و  )cos( )α +β α −β

٢ــ با استفاده از مثلث متساوی الساقين زير که طول ساق های آن واحد است و زاويه رأس آن α است، با محاسبه 
مساحت آن  از دو طريق نتيجه بگيريد:

sin sin cosα α
α =2

2 2

] رسم کنيد. دوره تناوب اين تابع چقدر است؟ , π02 y را در بازه [ sin x= − 23 6 ٣ــ نمودار تابع 
به دست آوريد. cos( )α +β )sin و )α +β ٤ــ فرمول محاسبه sin۲α و cos۲α را از طريق فرمول محاسبه

٥ ــ برای يک زاويه دلخواه αکه برای آن tan۲α تعريف شده است درستی تساوی زير را ثابت کنيد.

tantan
tan

α
α =

− α2
2

2
1  

tanα را حساب کنيد.
2
، مقدار α = −

12
13

sin باشد که 
 

, π π  

3
2

٦ــ اگر α زاويه ای در بازه 

مثال

مسائل
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٧ــ درستی اتحادهای زير را ثابت کنيد.

sin x (sin x cos x )+ = + 21 2 sin      ب)  x cos x sin( x )π
+ = +2

4
الف) 

tan xcos x
tan x

−
=

+

2

2

1
2

1
tan                           د)  xsin x

tan x
=

+ 2

2
2

1
 ج) 

cos x cos x cos x= − +4 24 8 8 هـ) 1
ارائه  هستند  حاده   β و   α که   حالتی  در   sin( )α +β فرمول  محاسبه  برای  ديگری  روش  مسئله  اين  در  ۸  ــ 
می شود. مثلث ABC را به گونه ای می سازيم که زاويه رأس  B برابر α و زاويه رأس C برابر β باشد و ارتفاع وارد بر ضلع 

BC ١واحد باشد. چگونگی ساختن اين مثلث را توضيح دهيد.

A

BC
H

1

B A

D

C

1 b

با محاسبه طول پاره خط های AB و AC  و CH و BH بر حسب نسبت های مثلثاتی α و β و محاسبه مساحت مثلث 
)sin را به دست آوريد. )α +β ABC از دو طريق، يا با استفاده از رابطه سينوس ها در مثلث ABC، فرمول محاسبه 

 ،α < β حاده هستند و β و α در حالتی که sin( )β −α ۹ــ در اين مسئله روش ديگری برای محاسبه فرمول 
ارائه می شود. در شکل زير زاويه A قائمه است و ضلع BC واحد است. طول پاره خط BD را عددی مانند b  فرض 
کنيد. با محاسبه طول پاره خط های ديگری که در شکل ديده می شود و محاسبه مساحت مثلث هايی کـه در شکل ديده 

می شوند، با استفاه از تساوی: 
(BDC مساحت) = (ABC مساحت) -(ADB مساحت)

 sin( ) sin cos cos sinβ −α = β α − β α ثابت کنيد: 
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آيا می توان مثلثی رسم کرد که طول دو ضلع آن ۲ و ۶ سانتی متر باشد و مساحت آن ۳ سانتی متر مربع شود؟ چند 
مثلث با اين خاصيت موجودند و با چه روشی می توان آن ها را ساخت؟

معلم از دانش آموزان پرسيد: چگونه می توانيم اين مسئله را حل کنيم.
زهرا: بايد طول ضلع سوم را هم بيابيم تا مثلث مشخص شود و طول اين ضلع بايد مقداری باشد تا مساحت مثلث ۳ سانتی متر مربع 

شود.
صديقه: ولی ما رابطه ای که مساحت مثلث را بر حسب طول اضلاع بيان کند، نمی شناسيم پس راهی برای به دست آوردن 

ضلع سوم نخواهيم داشت.
معلم: البته چنين رابطه ای وجود دارد ولی می توانيم دنبال راه حل ديگری بگرديم. اما نکته ای که زهرا بيان کرد آن است که ما 

بايد با روشی مثلث جواب را مشخص کنيم. اگر راهی برای مشخص کردن ضلع سوم نداريم بايد دنبال چيز ديگری بگرديم.
زينب: چطور است که زاويه بين آن دو ضلع را بيابيم؟

معلم: فکر بسيار خوبی است، چه راهی برای تعيين اين زاويه داريم؟
زهرا: ما می توانيم مساحت يک مثلث را از طريق طول دو ضلع و زاويه بين آن ها به دست آوريم. اگر اين زاويه را θ بناميم بايد 

داشته باشيم:
sin× × × θ =

1
6 2 3

2

 
sinθ يعنی θ، ۳۰ درجه است. پس جواب مسئله مثلث زير است. =

1
2

زينب: از اين معادله نتيجه می شود 

معلم: بله شما توانستيد يک جواب برای اين مسئله بيابيد. اما آيا اين معادله جواب ديگری ندارد؟

معادلات مثلثاتی

6

2

ο
30

حل يك مسئله
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، پس مثلث ديگری هم با  sin =
1

150
2

� صديقه: برای زاويه ۱۵۰ درجه نيز داريم 
شرايط مورد نظر مسئله وجود دارد.

معلم: آيا جواب ديگری هم می توانيد پيدا کنيد؟
1  است  نمی توانند زاويه يک مثلث 

2
زهرا: نه، جواب ديگری وجود ندارد زيرا زاويه های  ديگری  که  سينوس آن ها  برابر  

باشند.
به  را  اطلاعات  اين  اگر  است.  دست  در  آن  مثلثاتی  نسبت های  از  اطلاعاتی  که  است  زاويه  يک  مجهول  مسائل  از  برخی  در 

صورت يک معادله بنويسيم، آن را يک معادله مثلثاتی می نامند.

6

2

ο150

7 چقدر است؟  7 است، زاويه روبروی ضلع به طول  در مثلثی که طول اضلاع آن ١،  ٣، 
اگر اين زاويه را θ بناميم طبق رابطه کسينوس ها داريم:

( ) cos= + − × × θ2 2 27 1 3 2 1 3  

cosθ تنها زاويه ای که بتواند زاويه يک مثلث  =
1
2

اين يک معادله مثلثاتی بر حسب θ است و با حل آن داريم: 
1 باشد ۶۰ درجه است.

2  
باشد و کسينوس آن

، اين دو زاويه چه رابطه ای با هم دارند؟ sin sinα = β اگر α و β دو زاويه باشند که

مثال

           حل معادلات مثلثاتی
شيوه کلی حل معادلات مثلثاتی به اين صورت است که پس از محاسبات جبری معادله را به يکی از شکل های 

sinα = sinβ يا cosα = cosβ يا tanα = tanβ در بياوريم.

 . cos cosθ = يعنی�60 آمد  در   cosθ =
1
2

صورت  به  جبری  محاسبات  از  پس  مثلثاتی  معادله  بالا،  مثال  در 
. sin sinθ = 30� sinθ در آمد و اين يعنی =

1
2

همچنين در مسئله مطرح شده، معادله به صورت 

حل يك مسئله
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+k2+ )12( k

AB
مناسب است که اين مسئله را از  طريق دايره مثلثاتی بررسی کنيم .اگر λ ،sinα = sinβ = λ عددی 
در بازه [۱,۱-] است و زاويه هايی که سينوس آن ها λ است، طبق شکل زير آن هايی هستند که نقطه متناظر 

قرار گيرد.  B يا  A آن ها در دايره مثلثاتی در نقطه

sinθ را همزمان روی دايره مثلثاتی و نمودار سينوسی در شکل بعد مشخص شده است. =
1
2

به عنوان نمونه وضعيت معادله 

+k2k2 π
6

π
6

21
+1(          )

2
1

π−4 π−3
−3   −π−4   +  π −2   + π −   − π    − π 2   +    π ππ  3   −    π π

1

−1

π−2 π2 π3 π  4

66 4   +    π  
6

π
6

π
6

π
6

π  
6

π  
6

π  
6

قرار گيرند، معنای آن اين است که ٢kπ + α =  β که   B يا هر دو در  A روی دايره مثلثاتی هر دو در β و α اگر نقطه های متناظر
قرار گيرند معنای آن اين است که   B و ديگری در  A روی دايره مثلثاتی يکی در β و α عددی صحيح است. و اگر نقطه های متناظر k

α و π - β در مضرب صحيحی از ٢π اختلاف دارند، يعنی ٢kπ + α = π - β  که k عددی صحيح است.
بـنابراين اگر α و β دو زاويـه باشند که sinα = sinβ می توان نتيجه گرفت که ٢kπ + α =  β يـا ٢kπ + α = π - β که k عددی 

صحيح است. به عبارت ديگر:
قضيه:

مـعادلـه sinα = sinβ دارای جـواب هـايی بـه صـورت α = ۲kπ + β  و α = (۲k + ۱) π - β است که k عددی 
صحيح است.

sinθ =
1
2 ...

... , , , ,

, , , , ,.

,

.. ( k )

k...,θ = →

π π π π π
− π −

π π π π

− π − π − π − θ = + π

π π
− π + − π + π + π + θ

−

= π +

θ = →

4 2 2 4 2
6 6 6 6 6 6

3 3 2 1
6 6 6 6 6
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+k2

k2

١: معادله sin۲x = sin۳x را حل کنيد.
 x = ٢kπ ۲ هستند. در نتيجهx = (٢kπ +۱)π - ۳x  ٣ وx = ٢kπ + ٢x می دانيم که جواب های اين معادله به شکل

جواب های اين معادله اند. kx +
= π
2 1
5

و 

  α = β + ٢kπ آنگاه  cosα = cosβ دو زاويه باشند که β و α با استدلالی مشابه از طريق دايره مثلثاتی می توان نتيجه گرفت که اگر
عددی صحيح است. به عبارت ديگر:  k که α = - β + ٢kπ يا

قضيه:
α دارای جواب هايی  به صورت α = ۲kπ ± β است که k عددی صحيح است. = βcos cos معادله 

cosθ در تصوير زير مشخص می باشد. =
1
2

به عنوان نمونه وضعيت معادله 

+k2

k2

π
3

π
3

2
1

... .., , , , , . kπ π π π π
− π + −θ = →π + π + θ = π +4 2 2 2

3 3 3 3 3

... .., , , ,, . kπ π π π π
− π − − π −θ = − →π θ = π −2 2 4 2

3 3 3 3 3

π−4
−4   +   π −2   −π −2   +  π  2   −π  2   +π  4   −π−

π−3 π−2 π− 1/2

1

π  2 π  3 π  4π  

−1

π
3

π
3

π
3

π
3

π  
3

π  
3

π  
3

π  
3

مثال

cosθ = 1
2
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۲: معادله cosx = cos۲x را حل کنيد.
جواب های  kx π

=
2
3

می دانيم که جواب های اين معادله به شکل x = ۲kπ ± ۲x هستند. در نتيجه ٢kπ = x و 
kx خود به خود جواب های به صورت ٢kπ = x را در بر دارد. π

=
2
3

اين معادله اند. البته جواب های به صورت 

عبارت  به  است.  صحيح  عددی   k که   α = kπ + β که  گرفت  نتيجه  می توان   tanα = tanβ که  باشند  زاويه  دو    β و   α اگر   
ديگر:

قضيه:
معادله tanα = tanβ دارای جواب هايی  به صورت α = kπ + β است که k عددی صحيح است.

مثال

مثال

۳: معادله tanx = tan۵x را حل کنيد.
و   tanx مقدارهای  البته   . x k π=

4
پس  هستند.   ۵x = kπ + x شکل  به  معادله  اين  جواب های  که  می دانيم 

باشند. π __
٢ 

tan5x نيز بايد قابل محاسبه باشند، پس همچنين x و ۵x نبايد مضرب فردی از 

٤: معادله sinx + cosx = ۱ را حل می کنيم.
بايد سعی کنيم که  با محاسبات جبری،  اين معادله را به يکی از سه شکل صفحهٔ قبل درآوريم.  مثلاً می توانيم 

محاسبات زير را انجام دهيم.
−

+ = ⇒ + =
+ +

2

2 2

2 1
2 21 1

1 1
2 2

x xtan tan
sin x cos x x xtan tan  

x x x x xtan tan tan tan ( tan )⇒ + − = + ⇒ − =2 22 1 1 1 0
2 2 2 2 2  

xtan و دومی   tan= 0
2

xtan است. اولی به صورت  =1
2

xtan و  =0
2

بنابر اين معادله دارای دو دسته جواب 

x به دست  k π
= π +

2 4
x و از دومی جواب های  k= π +0

2
xtan است. از اولی جواب های  tan π=

2 4
به صورت  

x خواهد بود. k π
= π +2

2
می آيند. در نهايت کليه جواب ها به صورت ٢kπ = x و 
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تمرين در كلاس

 θ۰ را بر حسب  ۶cosx + ۸sinx = ۵ کليه جواب های معادله ، sinθ =0
3
5

١ــ اگر θ۰ زاويه حاده ای باشد که 
به دست آوريد و آن جواب هايی که در بازهٔ  ٢π > π < x می باشند را تعيين کنيد.

 را تعيين کنيد.
sin x cos x

+ =
3 1

4 ٢ــ کليه جواب های معادله 

tan را تعيين کنيد. x cot x− =
2 3
3

٣ــ کليه جواب های معادله 

١ــ معادلات زير را حل کنيد و جواب هايی که در بازه [π , π-] هستند را تعيين کنيد.
tanxtan۲x = ۱ (ج    sin cosθ + θ =2 2 الف) sinx - cosx = ۱      ب) 0

sinx + sin۲x + sin۳x = ۰ (و    cos۲x - cosx + ۱ = ۰ (۲   هـsin۲t + sint -۱ = ۰ (د
1+ است. زاويه های اين مثلث را به دست آوريد. 3 2 و  ٢ــ مثلثی رسم کرده ايم که طول اضلاع آن ۲ و 

مسائل

معادله  بنابر  اين   ، sin x cos x sin( x )π
+ = +2

4
که  ديديد  تمرينات  در  که  است  آن  ديگر  حل  راه  يک 

جواب های  معادله  اين  از   . sin( x ) sinπ π
+ = =

2
4 2 4

نتيجه  در  می آيد.  در   sin( x )π
+ =2 1
4

صورت  به 

 x k π
= π +2

2
x به دست می آيند که نهايتاً همان جواب های ٢kπ = x و  ( k )π π

+ = + π −2 1
4 4

x و  kπ π
+ = π +2
4 4

می باشند.
٥: کليه جواب های معادله cost( ۲cost - ۹) = ۵ را به دست آوريد.

ابتدا معادله را به صورت ۲cos۲t - ۹cost - ۵ = ۰ می نويسيم. اين يک معادله درجه دوم بر حسب cost است. 
يعنی اگر قرار دهيم x = cost، معادله به شکل ۲x۲ - ۹x - ۵ = ۰ در می آيد. با حل اين معادله درجه دوم جواب های  
را حل کنيم. اولين معادله جواب  cos t = −

1
2

x به دست می آيند. حال بايد معادلات cost = ۵ و  = −
1
2

 x = ۵ و 
  t k π

= π ±
2

2
3

cos  نوشته می شود پس کليه  جواب ها به صورت  t cos π
=

2
3

ندارد(چرا؟) و دومين معادله به شکل  
عددی صحيح است.  k می باشند که



فصل 3 حسابان

١٢٤

در فعاليت بالا متوجه می شويم که لازم است وارونی برای تابع sinx داشته باشيم، اما اين تابع يک به يک نيست و در کل دامنه 
 sinx آن وارون پذير نيست. اما اين تابع روی دامنه های کوچک تر می تواند يک به يک و در نتيجه وارون پذير باشد. بنا به قرارداد تابع

π,  محدود  می کنند که در اين بازه صعودی و يک به يک است.  π −  2 2
را روی بازه 

وارون توابع مثلثاتی

اگر طول وتر يک دايره را بدانيم، زاويه مرکزی روبری آن چقدر است؟

در فعاليت زير سعی خواهيم کرد اين مسئله را حل کنيم.

١ــ در دايره واحد وتر دلخواهی به طول x رسم کنيد. x در چه بازه ای تغيير می کند. 
٢ــ زوايه مرکزی روبروی اين وتر را روی شکل نمايش دهيد و آن را θ بناميد. θ در چه بازه ای تغيير می کند.

٣ــ آيا x تابعی از θ است؟ اين تابع چيست و دامنه و برد آن چيست؟ آيا اين تابع يک به يک است؟
٤ــ آيا θ تابعی از x است؟ آيا می توانيد فرمولی برای اين تابع بنويسيد؟

2

2

1

1

  sin-۱ x و برد آن [۱ , ۱-] است. وارون اين تابع را با ,π π −  2 2
با اين عمل تابعی يک به يک به دست می آيد که دامنه آن 

π, است و نمودار آن با قرينه يابی نمودار تابع sinx نسبت به نيمساز  π −  2 2
نشان می دهند که تابعی صعودی با دامنه [۱ , ۱-] و برد 

حل يك مسئله

فعاليت 4



فصل 3 مثلثات

١٢٥

2

2

1
1

ربع اول به شکل زير درمی آيد.

 اشتباه نگيريد. اولی به معنای مقدار تابع وارون sinx در نقطه x است و دومی به معنای 
sin x
1 توجه داشته باشيد که sin-۱ x را با 

وارون مقدار sinx است و اين ها با هم متفاوتند. 

. sin π =
1

6 2
π, است و   π −  2 2  

π  زاويه ای در بازه
6

، زيرا  sin ( )− π
=1 1

2 6
 :١

sin را حساب می کنيم. (sin )− π1 4
3

٢: مقدار 

sin را بايد حساب کنيم.  ( )− −1 3
2

. بنابراين مقدار  sin sin( ) sinπ π π
= π + = − = −

4 3
3 3 3 2

ابتدا داريم 

 π
−
3

π, قرار دارد. اين زاويه  π −  2 2
− است و اين زاويه در بازه  3

2
sin زاويه ای است که سينوس آن  ( )− −1 3

2

. − π π
= −1 4

3 3
sin (sin ) است، پس 

cos(sin− را حساب می کنيم. ( ))1 3
5

۳: مقدار 

 . − = αsin ( )1 3
5

يعنی   ، sinα =
3
5

و  دارد  قرار   ,π π −  2 2
بازه  در  که  باشد  زاويه ای  آن   α کنيد  فرض 

π, قرار دارد، داريم:  π −  2 2
sinα و α در بازه  =

3
5

بنابراين بايد cosα را حساب کنيم. از آنجا که 

cos sinα = − α = − = =2 9 16 4
1 1

25 25 5

. (− =1 3

5
cos(sin )) 4

5
بنابراين: 

مثال



فصل 3 حسابان

١٢٦

١ــ مقدار sin-۱ x را با زبان فارسی بيان کنيد.
٢ــ در دايره مثلثاتی مقدارهای x و  sin-۱ x را نشان دهيد و روی شکل دامنه و برد اين تابع را توضيح دهيد.

٣ــ مقدارهای زير را حساب کنيد.
  sin ( ) sin ( )− −+1 13 4

5 5
الف) sin-۱ (۱)                  ب) 

sin (cos )− π1

12
sin         د)  (sin )− π1 5

4
 ج) 

٤ــ تابعی که زاويه مرکزی روبروی يک وتر را بر حسب طول وتر به دست می دهد بنويسيد. 

تمرين در كلاس

به طور مشابه برای تابع cosx نيز لازم است تابع وارونی به دست آوريم. در فعاليت زير سعی خواهيم کرد اين تابع وارون را 
بسازيم.

١ــ آيا تابع cosx در کل دامنه آن وارون پذير است؟
٢ــ با محدود کردن تابع cosx به بازه [π , ۰]، آيا تابع جديد يک به يک می شود؟ نظر خود را از طريق دايره 

مثلثاتی توضيح دهيد.
٣ــ وارون اين تابع محدود شده از cosx را با cos-۱ x نشان می دهند. دامنه و برد  cos-۱ x را تعيين کنيد و 

نمودار آن را رسم کنيد.
٤ــ مقدار cos-۱ x را به زبان فارسی بيان کنيد.

. cos π
= −

2 1
3 2

π2  زاويه ای در بازه [π , ۰] است و 
3

، زيرا  cos ( )− π
− =1 1 2
2 3

 :۱

cos را حساب می کنيم. (cos( ))− π
−1 4
3

٢: مقدار 

حساب  بايد  را  cos ( )− −1 1
2

مقدار  بنابراين   . cos( ) cos( ) cosπ π π
− = − π + = = −
4 2 2 1

2
3 3 3 2

داريم  ابتدا 

π2 است، 
3

1− است و اين زاويه در بازه  [π , ۰] قرار دارد. اين زاويه 
2

cos زاويه ای است که کسينوس آن  ( )− −1 1
2

کنيم. 

فعاليت 5

مثال
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. cos (cos( ))− π π
− =1 4 2
3 3

پس 

sin(cos− را حساب می کنيم. ( ))1 3
5

۳: مقدار 

. بنابراين بايد  − = α1 3
5

cos ، يعنی  cosα =
3
5

فرض کنيد α آن زاويه ای باشد که در بازه [π , ۰] قرار دارد و 

cosα و α در بازه [π , ۰] قرار دارد، داريم:  =
3
5

sinα را حساب کنيم. از آنجا که  

sin cosα = − α = − = =2 9 16 4
1 1

25 25 5

. بنابراين: 
− =sin(cos ( ))1 3 4

5  cos-۱ x تابعی نزولی با دامنه [۱ , ۱-] و برد [π , ۰] است و نمودار آن به شکل زير خواهد بود.5

تمرين در كلاس

1−1

−1cos     x

π

١ــ در دايره مثلثاتی x و  cos-۱ x را نمايش دهيد و روی شکل دامنه و  برد تابع   cos-۱ x را توضيح دهيد.
٢ــ مقدارهای زير را حساب کنيد.

  sin ( ) cos ( )− −+1 13 3
5 5

الف) cos-۱ (-۱)               ب) 

cos (sin )− π1

8
cos         د)  (cos )− π1 5

4
 ج) 

٣ــ در مثلثی که طول دو ضلع آن به طور ثابت ۳ و ۵ است، زاويه بين اين دو ضلع تابعی از طول ضلع سوم 
است. اين تابع را به دست آوريد. دامنه و بُرد اين تابع چيست؟



فصل 3 حسابان

١٢٨

) محدود کنيم تابعی  , )π π
−
2 2

تابع تانژانت نيز به خاطر متناوب بودن در کل دامنه خود يک به يک نيست ولی اگر آن را به بازه 
صعودی به دست می آيد که يک به يک نيز خواهد بود و دارای وارون می باشد.

22

) می باشد. با قرينه يابی نمودار  , )π π
−
2 2

RI است و برد آن بازه   وارون اين تابع را با tan-۱ x نشان می دهند. دامنه اين تابع کل 
tanx نسبت به نيمساز ربع اول، نمودار tan-۱ x به شکل زير خواهد بود.

2

2

xy 1tan=

) قرار دارد و تانژانت آن برابر x است. , )π π
−
2 2

برای هر  tan-۱ x ،x زاويه ای را نشان می دهد که در بازه 

. tan( )π
− = −1
4

) است و   , )π π
−
2 2

 زاويه ای در بازه
 

π
−
4

، زيرا  tan ( )− π
− = −1 1

4
 :۱

tan را حساب می کنيم. (tan )− π1 4
3

٢: مقدار

کنيم.  حساب  بايد  را   tan ( )−1 3 مقدار  بنابراين   . π π π
= π + = =tan tan( ) tan4

3
3 3 3

داريم  ابتدا 

 π
3

) قرار دارد. اين زاويه  , )π π
−
2 2

3 است و اين زاويه در بازه  tan زاويه ای است که تانژانت آن  ( )−1 3

مثال
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. tan (tan )− π π
=1 4

3 3
است، پس 

cos(tan− را حساب می کنيم. ( ))1 3
4

۳: مقدار 
. بنابراين  tan− = α13

4
، يعنی  tanα =

3
4

) قرار دارد و  , )π π
−
2 2

فرض کنيد α آن زاويه ای باشد که در بازه 
) قرار دارد، داريم:  , )π π

−
2 2

tanα و α در بازه  =
3
4

بايد cosα را حساب کنيم. از آنجا که 

cos
tan

α = = = = =
+ α +

2

1 1 1 1 4
5 59 251 1 416 16

. − =cos(tan ( ))1 3 4
4 5

بنابراين: 

تمرين در كلاس

توضيح  را   tan-۱ x تابع  برد  و   دامنه  شکل  روی  و  دهيد  نمايش  را   tan-۱ x و   x مثلثاتی  دايره  در   ،x هر  برای  ١ــ 
دهيد.

٢ــ مقدارهای زير را حساب کنيد.

  tan ( ) tan ( )− −+1 1 1
3

3
tan              ب)  ( )− −1 3 الف) 

sin (tan )− π1 3
4

tan              د)  (tan )− π1 5
4

 ج) 

tan بحث کنيد. xy
tan x

−
=

+
1
1

٣ــ راجع به وضعيت وارون پذيری و نيز تابع وارون  

١ــ برای هر عدد a < ۱ > ۰ از طريق شکل زير استدلال کنيد که 

sin a cos a− − π
+ =1 1

2  

مسائل
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در حالت a < ۰ > ۱- با استدلال مشابه درستی تساوی صفحهٔ قبل را ثابت کنيد.
٢ــ از طريق دايره مثلثاتی نشان دهيدکه برای هر x ≤ ۱ ≥ ۱- داريم:

sin-۱(-x) = -sin-۱x  
cos-۱(-x) = π - cos-۱x  

٣ــ برای هر x ≤ ۱ ≥ ۱- از طريق دايره مثلثاتی نشان دهيد:
sin(cos x ) cos(sin x ) x− −= = −1 1 21  

٤ــ برای هر x نشان دهيد:
− −= =

+ +

xsin(tan x ) , cos(tan x )
x x

1 1

2 2

1

1 1  
٥ــ در مورد فرد يا زوج بودن توابع  tan-۱ x , cos-۱ x , sin-۱ x چه می توان گفت؟

tan زاويه ای در بازه (π , ۰) است و با محاسبه سينوس  x tan
x

− −+1 1 1 ٦ــ برای هر عدد مثبت x نشان دهيد 
يا کسينوس اين زاويه نتيجه بگيريد:

tan x tan
x

− − π
+ =1 1 1

2  

a

a
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طبق نظريه انفجار بزرگ ، عالم در اثر يك 
انفجار بزرگ كه در يك نقطه روى داده است 
عقب  به  زمان  در  اگر  است.  آمده  وجود  به 
نـزديك  نقطه  ايـن  به  رفته  رفته  بازگرديم 

مى شويم.
1.  حد توابع

2.  حد چپ و حد راست 
3.  همسايگى هاى يك نقطه

4.  قضاياى حد توابع  
5.  محاسبه حد در توابع كسرى 

6.  پيوستگى توابع     حد و پيوستگى
توابع

انفجار بزرگ

حـرکت بـه جـلو



فصل 4 حسابان

١٣٢

اگر سنگی را از بالای يک ساختمان ۱۶ متری رها کنيم طبق قوانين فيزيکی ارتفاع 
آن در هر لحظه t به صورت y(t) = ۱۶ - ۵t ۲ است که t برحسب ثانيه و y(t) برحسب متر 

است.

حد توابع

)(ty

چگونه می توان سرعت سقوط اين سنگ را در هر لحظه حساب کرد؟

اين سؤالی بود که نيوتون از خود پرسيد. نيوتون فيزيکدانی بود که حدود ۳۰۰ سال پيش می زيسته است و با طرح چنين مسائلی 
و حل آن ها علم حسابان را پايه ريزی نمود. 

معلم از دانش آموزان پرسيد: آيا می دانيد سرعت يک متحرک چيست و آن را چگونه حساب می کنند؟
سعيد: من ورزشکار هستم  و در تمرين ها زياد می دوم. معمولاً موقع دويدن در هر ثانيه ۲ متر جلو می روم، يعنی سرعت من 

۲ متر بر ثانيه است.
معلم: بله اگر متحرکی با سرعت ثابت حرکت کند، در هر ثانيه مسافت يکسانی طی می کند و اگر اين مسافت v متر باشد، گوييم 
 [t۱ , t۲] (برحسب ثانيه) متر بر ثانيه است. به طور کلی متحرک هايی که با سرعت ثابت حرکت می کنند در هر فاصله زمانی v سرعت آن

ثابت است و همان سرعت متحرک برحسب متر بر ثانيه است.
 

a
t t−2 1

اگر a متر طی کرده باشند مقدار 
حساب  چگونه  را  آن  سرعت  لحظه  هر  در  باشد  تغيير  حال  در  آن  سرعت  باشد و  نداشته  ثابت  سرعت  متحرکی  اگر  اما  علی: 

کنيم؟
محسن: من هر وقت سوار ماشين می شوم، ماشين از حالت ايستاده شروع به حرکت می کند و سرعت خود را از صفر تا ۵۰ 
کيلومتر بر ساعت افزايش می دهد و در هر لحظه عقربه سرعت شمار مقدار سرعت را نشان می دهد که از صفر تا ۵۰  افزايش می يابد.

معلم: بله ماشين در هر لحظه سرعتی دارد و اين سرعت در حال افزايش است ولی آن چه که ما از ماشين می توانيم ببينيم آن 
است که در هر لحظه چند متر به جلو رفته است. آيا با دانستن اين مطلب ما می توانيم تشخيص دهيم سرعت ماشين در هر لحظه چقدر 

است؟
سعيد: اگر در هر لحظه ما بدانيم متحرک چقدر حرکت کرده است، از يک لحظه t۱ تا چند لحظه بعد مانند t۲ می توانيم حساب 
را می توان سرعت متحرک در 

 
a

t t−2 1

کنيم چند متر حرکت کرده است. اگر مسافت طی شده بين اين دو لحظه a متر باشد مقدار 
فاصله زمانی [t۱ , t۲] بدانيم.

حل يك مسئله
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محسن: ولی ما می خواهيم بدانيم سرعت متحرک در هر لحظه چقدر است، عددی که سعيد به دست آورده است بستگی به بازه 
زمانی [t۱ , t۲] دارد و چيزی در مورد سرعت در هر لحظه نمی گويد.

سرعتی را نشان می دهد 
 

a
t t−2 1

معلم: محسن درست می گويد ولی سعيد گام مهمی را در حل مسئله برداشته است. مقدار 
که اگر متحرک در فاصله زمانی [t۱ , t۲] به طور ثابت با آن  سرعت  حرکت  می کرد به همان جايی می رسيد که اکنون رسيده است. اين 

مقدار را در فيزيک سرعت متوسط متحرک در فاصله زمانی [t۱ , t۲] می نامند.
محسن: ما چگونه می توانيم از طريق سرعت متوسط به سرعت لحظه ای برسيم؟

سعيد: اگر t۲ به t۱ نزديک باشد، مقدار متوسط سرعت نيز بايد به سرعت لحظه ای نزديک باشد. بنابراين بهتر است ببينيم وقتی 
که t۲ به t۱ نزديک می شود، سرعت متوسط به چه عددی  نزديک  می شود؟

حساب  لحظه  هر  در  را  سنگ  سقوط  سرعت  می توانيم  روش  اين  با  آيا  که  ببينيم  بياييد  کرديد،  مطرح  را  خوبی  نکات  معلم: 
کنيم. 

١ــ در مسئله سقوط سنگ، پس از گذشت ١ ثانيه سنگ در چه ارتفاعی از سطح زمين قرار دارد؟ 
٢ــ اگر h عددی کوچک باشد در لحظه h + ١ سنگ در چه ارتفاعی از سطح زمين قرار دارد؟

٣ــ بين دو لحظه ١ و h + ١ سنگ چند متر حرکت کرده و اين حرکت در چند ثانيه انجام شده است؟
٤ــ اگر h  ناصفر باشد، سرعت متوسط سنگ بين دو لحظه  ١ و h + ١ چقدر است؟

٥  ــ اگر h منفی باشد لحظه h + ١ چه معنايی دارد؟
٦  ــ جدول زير را تکميل کنيد.

-٠/١   ٠/٠١   ٠/٠٠١   ←   ٠   →   ٠/٠٠١-   ٠/٠١-   ٠/١h

 سرعت متوسط                                   ←   ?   → 

٧ــ اگر h ناصفر باشد و آن را به تدريج کوچک و کوچک تر کنيم و به صفر نزديک کنيم، سرعت متوسط سنگ 
به چه عددی نزديک می شود؟ اين عدد چه چيزی را نشان می دهد؟

در فعاليت بالا سرعت متوسط سنگ بين دو لحظه  ١ و h + ١ وابسته به مقدار h است و تابعی برحسب h می باشد که اگر آن 
را با g(h) نشان دهيم داريم:

− × − − += = +
2 216 5 1 16 5 1

5 10
( ) ( ( h ) )g( h ) hh  

فعاليت 1
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١٣٤

توجه کنيد که g(h) فقط برای h های ناصفر تعريف شده است و ما حق نداريم به جای h صفر قرار دهيم، با اين حال ما دقيقاً 
می خواهيم بدانيم مقدار اين تابع  در h = ۰ چقدر بايد باشد. (چرا؟). 

دلمان  چقدر  هر  و  دهيم  قرار   h جای  کوچک  ناصفر  مقدارهای  می توانيم  ولی  دهيم  قرار  صفر   h جای  نداريم  حق  ما  اگرچه 
بخواهد آن را کوچک تر کنيم و بررسی کنيم مقدارهای g(h) چگونه تغيير می کنند و آيا به عدد خاصی نزديک می شوند؟

١ــ برای تابع ١ + f(x) = x جدول زير را تکميل کنيد و سپس حدس بزنيد که اگر مقدارهای x را به ١ نزديک 
کنيم مقدارهای f(x) به چه عددی نزديک می شوند؟ 

١/١    ١/٠١     ١/٠٠١     ←   ١   →   ٠/٩٩٩    ٠/٩٩    ٠/٩x

→   ?   ←                                       f(x) 

٢ــ نمودار تابع ١ + f(x) = x در زير رسم شده است. از روی نمودار توضيح دهيد وقتی مقدارهای x به ١ 
نزديک می شوند، مقدارهای f(x) به چه عددی نزديک می شوند.

نيز با رسم جدول و نمودار آن ها بررسی کنيد 
 

x x
k( x )

x

+ ≠= 
=

1 1

5 1
و 
 

xg( x ) x
−=
−

2 1
1

٣ــ برای توابع 
وقتی مقدارهای x به ١ نزديک می شوند، مقدارهای g(x) و k(x) به چه عددی نزديک می شوند.

٤ــ سه تابع f(x) و g(x) و k(x) با هم مساوی نيستند. اين سه تابع چه تفاوت ها و چه شباهت هايی دارند و چه 
چيز باعث شده است که همهٔ آن ها با نزديک شدن x به ١ به عدد يکسانی نزديک شوند.

٥  ــ جدول صفحهٔ بعد را تکميل کنيد و سپس حدس بزنيد که وقتی مقدار x به صفر نزديک می شود مقدار تابع 
به چه عددی نزديک می شود؟

 
sin xg( x ) x=

x1

)(xf

2

تمرين در كلاس
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x
x

sin
1

x

مثال

-٠/١               ٠/٠١              ٠/٠٠١   ←   ٠   →   ٠/٠٠١-   ٠/٠١-   ٠/١    x

  ٠/٠٩٩٨٣   ٠/٠٠٩٩٩٩   ٠/٠٠٠٩٩٩٩٩sinx

→   ?   ←                                                              sin x
x  

در تمرين های بالا با تابعی مانند f(x) روبه رو بوديم که متغير x (در دامنه f) به عددی مانند a نزديک می شد و اين سؤال مطرح 
بود که آيا مقدارهای f(x) نيز به  عدد خاصی نزديک می شوند؟ اين مفهوم را حدگيری از تابع f در نقطه a می نامند.

تعريف:تعريف:
    f(xf(x)) نزديک شوند و مشاهده شود که مقدارهای  نزديک شوند و مشاهده شود که مقدارهای aa  به عددی مانند (به عددی مانند (ff  در دامنه) در دامنه) xx  اگر مقدارهای اگر مقدارهای ff  برای يک تابعبرای يک تابع

به عددی مانند به عددی مانند LL نزديک می شوند، گوييم تابع نزديک می شوند، گوييم تابع  ff  در نقطه در نقطه aa حد دارد و حد آن برابر  حد دارد و حد آن برابر LL  است و می نويسيم:است و می نويسيم:

→
=

x a
lim f ( x ) L

عبارت بالا را به صورت «حد f(x) در نقطه a برابر L است» بخوانيد.
تذکر:تذکر:

 به معنای آن است که اگر  به معنای آن است که اگر xx (در دامنه   (در دامنه  ff  ) به اندازه کافی به ) به اندازه کافی به aa نزديک شود آن گاه   نزديک شود آن گاه  
→

=
x a
lim f ( x ) L به طور دقيق تر، به طور دقيق تر، 

فاصلهفاصلهf(xf(x)) تا  تا LL از هر مقداری که انتخاب کرده باشيم کوچک تر می شود از هر مقداری که انتخاب کرده باشيم کوچک تر می شود.

. 2

1

1 2
1x

xlim x→

− =
−

در نقطه ۱ برابر ۲ است، 
 

x
x
−
−

2 1
1

۱: حد تابع 
تقريبی  مقدارهای  محاسبه  با   :۲
sin برای مقدارهای x نزديک صفر  x

x
تابع 

صفر  نقطه  در  آن  حد  که  زد  حدس  می توان 
.

x

sin xlim x→
=

0
برابر ۱  است، 1
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 جدول زير  را تکميل کنيد و حد اين تابع را در صفر بررسی کنيد.
x
1 ١ــ برای تابع 

-٠/١   ٠/٠١   ٠/٠٠١   ←   ٠   →   ٠/٠٠١-   ٠/٠١-   ٠/١x

→   ?   ←                                   x
1

 

x وقتی x به صفر نزديک می شود، به عدد خاصی نزديک می شوند؟ جواب خود را از طريق 
1 ٢ــ آيا مقدارهای 

 که در زير آمده است توضيح دهيد.
x
1 نمودار تابع 

x
x

)(xf

)(xf

xxf
1

)( =

مقدارهای  هستندکه  توابعی  باشد.  داشته  حد  حتماً  نقطه ای  هر  در  تابعی  هر  که  نيست  طور  اين  می دهد  نشان  بالا  فعاليت 
آن ها، با نزديک شدن x (در دامنه تابع  ) به عددی مانند a به هيچ عددی نزديک نمی شوند. گوييم اين گونه توابع در آن نقطه حد 

ندارند. 

x به هيچ 
x −2 1

xf در نقاط ۱ و ۱- حد ندارد، زيرا با نزديک شدن x به ۱ يا ۱- مقدارهای  ( x )
x

=
−2 1

تابع 
عدد خاصی نزديک نمی شوند و از لحاظ قدرمطلق مرتباً افزايش می يابند.

فعاليت 2

مثال
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              حد چپ و حد راست 

١ــ جدول زير را برای تابع x - [x] تکميل کنيد.

  ١/١    ١/٠١     ١/٠٠١     ←   ١   →        ٠/٩٩٩       ٠/٩٩        ٠/٩x

→   ?   ←                                         x-[x]  

٢ــ اگر x با مقدارهای بزرگ تر از ١ به ١ نزديک شود، آيا مقدارهای x - [x] به عدد خاصی نزديک می شوند؟ 
اگر x با مقدارهای کوچک تر از ١ به ١ نزديک شود، آيا مقدارهای x - [x] به عدد خاصی نزديک می شوند؟  آيا اين 

دوعدد يکی هستند؟
٣ــ نتايج خود را روی نمودار تابع x - [x] که در زير آمده است توضيح دهيد.

٤ــ آيا تابع x - [x] در ١ حد دارد؟

[ ]xxy =

1

تعريف:تعريف:
در يک تابعدر يک تابع  ff اگر متغير اگر متغير  xx (در دامنه (در دامنه  ff    ) با مقدارهای بزرگتر از عددی مانند) با مقدارهای بزرگتر از عددی مانند  aa به  به aa نزديک شود و مقدارهای  نزديک شود و مقدارهای 
f(xf(x)) به عددی مانند  به عددی مانند LL نزديک شوند، گوييم تابع نزديک شوند، گوييم تابع  ff در نقطه  در نقطه aa حد راست دارد و مقدار اين حد  حد راست دارد و مقدار اين حد LL است. اين مطلب را  است. اين مطلب را 

به صورت زير نشان می دهيم.به صورت زير نشان می دهيم.

+→
=

x a
lim f ( x ) L

در يک تابعدر يک تابع  ff اگر متغير اگر متغير  xx (در دامنه (در دامنه  ff ) با مقدارهای كوچكتر از عددی مانند ) با مقدارهای كوچكتر از عددی مانندaa به  به aa نزديک شود و مقدارهای  نزديک شود و مقدارهای 
f(xf(x)) به عددی مانند  به عددی مانند KK نزديک شوند، گوييم تابع نزديک شوند، گوييم تابع  ff در نقطه  در نقطه aa حد چپ دارد و مقدار اين حد  حد چپ دارد و مقدار اين حد KK است. اين مطلب را به  است. اين مطلب را به 

صورت زير نشان می دهيم.صورت زير نشان می دهيم.
−→

=
x a
lim f ( x ) K

فعاليت 3
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K

a

L

x x

xx
)(xf

)(xf

4

3

5

x

y

 f(x) به ۴ با مقدارهای بزرگ تر از ۴،  مقدارهای x تعريف نشده است و ديده می شود که با نزديک شدن x = ۴ اين تابع  در نقطه
به ۵ نزديک می شوند، يعنی 

x
lim f ( x )

+→
=

4
5

 .
x
lim f ( x )

−→
=

4
3

 
هم چنين با نزديک شدن x به ۴ با مقدارهای کوچکتر از ۴،  مقدارهای f(x) به ۳ نزديک می شوند، يعنی

بنابراين، اين تابع در ۴ حد ندارد.
تذکر: در علامت گذاری حد راست و چپ نمادهای «+» و «-» معنای راست و چپ دارند، نه مثبت و منفی.

با توجه به مفهوم حدهای چپ و راست، قضيه زير برقرار خواهد بود. 
قضيه:قضيه:

اگر تابعی در دو طرف نقطه ای تعريف شده باشد و در اين نقطه حدهای چپ و راست متفاوت داشته باشد، در اگر تابعی در دو طرف نقطه ای تعريف شده باشد و در اين نقطه حدهای چپ و راست متفاوت داشته باشد، در 
آن نقطه حد ندارد. اما اگر حدهای چپ و راست تابع در اين نقطه موجود و مساوی باشند، تابع در آن نقطه حد دارد آن نقطه حد ندارد. اما اگر حدهای چپ و راست تابع در اين نقطه موجود و مساوی باشند، تابع در آن نقطه حد دارد 

و حد آن همان مقدار مشترک حدهای چپ و راست است.و حد آن همان مقدار مشترک حدهای چپ و راست است.

مثال

x در زير رسم شده است. x
f ( x )

x x

− <= 
+ <

1 4

1 4
۱: نمودار تابع 

x x
f ( x )

x x

− <= 
+ <

1 4

1 4
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٢: حد تابع |x| را در صفر بررسی می کنيم.

xx

x

١ــ در زير نمودار چند تابع داده شده است. در هر کدام از نمودارهای داده شده در نقطه مشخص شده وجود 
حدهای چپ و راست و وجود حد تابع را بررسی کنيد.

٢ــ با رسم جدول و نمودار توابع زير وجود حدهای چپ و راست و حد تابع را در نقطه داده شده بررسی کنيد 
و مقدار اين حدها را به دست آوريد. 

a , y x= = +3 1 الف) 
xa , y | x |= =0

 
ب)

x x
a , y

x x

 − <= = 
 + <

2 1 2
2

1 2
ج) 

a a

a a

با نزديک شدن x به صفر چه از چپ و چه از راست |x| به صفر نزديک می شود، يعنی حد چپ و حد راست هر 
.

x
lim | x |
→

=
0

دو موجودند و برابر صفر می باشند، پس 0

تمرين در كلاس

مثال
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xa +aa

0 x1

همسايگی های يک نقطه

x در نقطه ۱- صحبت کرد؟ شرط اصلی در بررسی حد يک تابع در يک نقطه مانند  آيا می توان از حد تابع 
x بازه (∞ , ۰] است و نمی توان از  a آن است که بتوان از نقاط دامنه آن تابع به نقطه a نزديک شد. اما دامنه تابع 

نقاط اين بازه به ۱- نزديک شد.

منظور از نزديک شدن مقدارهای يک متغير به يک نقطه مانند a آن است که بتوان مقدارهايی برای متغير قرار 
داد که فاصله آن تا a از هر عدد انتخاب شده ای کمتر شود. 

برای آن که بتوان از داخل دامنه تابعی، به نقطه ای مانند a از دو طرف (راست و چپ) نزديک شد، دامنه آن تابع 
بايد شامل يک بازه به صورت (a - δ , a + δ) باشد. البته خود a لزومی ندارد در دامنه آن تابع باشد.

تعريف:تعريف:
اين  از  را  اين   از  را   aa اگر  اگر می نامند.  می نامند.    aa همسايگی  يک  را  است  مثبت  عددی  همسايگی   يک  را  است  مثبت  عددی   δδ که که    ((aa -  - δδ ,  , aa +  + δδ) صورت به  صورت (بازه های  به  بازه های 

همسايگی حذف کنيم آن را يک همسايگی محذوف همسايگی حذف کنيم آن را يک همسايگی محذوف aa می نامند. می نامند.
تذکر:

شرط آن که بتوان از حد (دوطرفه) يک تابع در يک نقطه شرط آن که بتوان از حد (دوطرفه) يک تابع در يک نقطه aa صحبت کنيم آن است که آن تابع در يک همسايگی  صحبت کنيم آن است که آن تابع در يک همسايگی 
محذوف محذوف aa تعريف شده باشد. در اين حالت گوييم تابع در اطراف  تعريف شده باشد. در اين حالت گوييم تابع در اطراف aa تعريف شده است. تعريف شده است.

−x در اطراف صفر و خود صفر تعريف شده است. زيرا در همسايگی (۱,  ۱-) از صفر تعريف  21 ۱: تابع 
شده است.

x در اطراف صفر تعريف شده است اما در خود صفر تعريف نشده است زيرا دامنه تعريف آن 
x
− 21 ۲: تابع 

يک همسايگی محذوف صفر را در بر دارد.

مثال
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برای بررسی حد چپ يک تابع f در نقطه ای مانند a، متغير x (در دامنه f   ) بايد بتواند از چپ به a نزديک شود. اين به معنای آن 
است که دامنه f بايد شامل بازه ای به صورت (a - δ , a)  باشد. چنين بازه هايی را يک همسايگی چپ a ناميم و در اين حالت گوييم 

تابع f در يک همسايگی چپ a تعريف شده است.

 a ناميم و اگر دامنه تابعی شامل يک همسايگی راست a را يک همسايگی راست (a , a + δ) به طور مشابه، بازه های به صورت
باشد، گوييم آن تابع در يک همسايگی راست a تعريف شده است. 

x aa

−x در يک همسايگی چپ  ۱ و در يک همسايگی راست ۱- تعريف شده است، اما دراطراف  21 ۱: تابع 
اين دو نقطه تعريف نشده است.

بحث در كلاس

xa +a

تذکر:
شرط آن که بتوان از حد چپ يک تابع در نقطه ای مانندشرط آن که بتوان از حد چپ يک تابع در نقطه ای مانند  aa صحبت کرد آن است که آن تابع در يک همسايگی  صحبت کرد آن است که آن تابع در يک همسايگی 

چپ چپ aa تعريف شده باشد. تعريف شده باشد.
به طور مشابه، شرط آن که بتوان از حد راست يک تابع در نقطه ای مانندبه طور مشابه، شرط آن که بتوان از حد راست يک تابع در نقطه ای مانند  aa صحبت کرد آن است که آن تابع در  صحبت کرد آن است که آن تابع در 

يک همسايگی راستيک همسايگی راست  aa تعريف شده باشد. تعريف شده باشد.

−x در نقطه ١ صحبت کرد؟ 21  آيا می توان از حد چپ يا راست تابع 

مثال
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و  است  شده  تعريف   ۲ راست  همسايگی  يک  در  ولی  است  نشده  تعريف   ۲ اطراف  در   x − +2 3 تابع   :٢
می توانيم حد راست آن را در ۲ حساب کنيم که برابر ۳ است.

−x در اطراف ۱ تعريف نشده است ولی در يک همسايگی چپ ۱ تعريف شده است و می توانيم  21 ٣: تابع 
حد چپ آن را در ۱ حساب کنيم که برابر صفر است.

2

3

1

y =  1−x2

−1

] به سؤالات زير جواب دهيد. ]
29 xy x x

−=
−

برای تابع 
١ــ اين تابع در همسايگی کدام نقاط تعريف شده است؟

٢ــ اين تابع در همسايگی محذوف کدام نقاط تعريف شده است که در خود آن نقاط تعريف نشده است؟
٣ــ اين تابع در يک همسايگی چپ کدام نقاط تعريف شده است که در هيچ همسايگی راست آن نقاط تعريف 

نشده است؟
٤ــ اين تابع در يک همسايگی راست کدام نقاط تعريف شده است که در هيچ همسايگی چپ آن نقاط تعريف 

نشده است؟

تمرين در كلاس

مثال



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٤٣

١ــ با رسم جدول مقدارهای توابع زير در اطراف نقطه داده شده (در صورت لزوم از ماشين حساب استفاده کنيد) 
بررسی کنيد که آيا حد اين توابع در آن نقطه موجود است؟ در صورت وجود مقدار حد را تعيين کنيد و به زبان رياضی 

بنويسيد.
x x

a , y
x x

 + < −= − = 
 + − <

2

3

1 1
1

3 1
ب)   x xa , y x

−= =
2

0 الف) 

a , y x= = − 20 1 د)   [ ]2a , y x x= = ج)   

cos xa , y
x

−= =
2

10 و)   | x( x )|
a , y

x
−

= =
−2

1
1

1
هـ)    

مثال

مسائل

y که نسبت به صفر فقط در يک همسايگی راست صفر تعريف شده است داريم: x= ١: برای تابع 

0 0
0

x x
lim x lim x

+→ →
= =  

 که نسبت به ٢ فقط در يک همسايگی چپ ٢ تعريف شده است داريم:
[ ]

1
2

y x=
−

٢: برای تابع 

[ ] [ ]2 2 2

1 1 1 1
2 2x x x

lim lim limx x− −→ → →
= = − = −

− −  

تذکر: 
اگر تابعی مانند f فقط در يک همسايگی راست نقطه ای مانند a تعريف شده باشد، آنگاه نزديک شدن به a از 
نماد  و  است   a در   f راست  حد  همان   a در   f حد  از  منظور  بنابراين  است،  امکان پذير  راست  از  فقط   f دامنه  داخل 

 خواهد بود.
+→

=
x a
lim f ( x )  به معنای 

→
=

x a
lim f ( x )

به طور مشابه اگر f فقط در يک همسايگی چپ نقطه a تعريف شده باشد، آنگاه نزديک شدن به a از داخل دامنه 
 به 

→
=

x a
lim f ( x ) f فقط از چپ امکان پذير است، بنابراين منظور از حد f در a همان حد چپ f در a است و نماد 

 خواهد بود.
−→

=
x a
lim f ( x ) معنای 



فصل 4 حسابان

١٤٤

٢ــ با رسم نمودار توابع زير در اطراف نقطه داده شده وجود حد راست و حد چپ و مقدار حد را در آن نقاط 
بررسی کنيد.

x x

a , y x

x x

 + <

= = =

− + <

2

2

1 2

2 6 2

9 2

ب)    a = ۱/۲ , y = [x] (الف

a ,y x= − = − −3 1 1 د)    a = ۲ ,  y = x- [x] (ج
xa , y | x |= =0 هـ)   

٣ــ اگر دو تابع f و g در يک همسايگی محذوف نقطه ای مانند a بر هم منطبق باشند، توضيح دهيد که چرا حد 
آن ها در نقطه a مانند يکديگر است، يعنی اگر يکی از آن ها در a حد داشته باشد، ديگری هم حد دارد و حد آن ها مساوی 
است. همچنين اگر دو تابع f و g در يک همسايگی چپ (يا راست) نقطه ای برهم منطبق باشند، توضيح دهيد که چرا حد 

چپ (راست) اين دو تابع در اين نقطه مانند يکديگر است.
٤ــ در هر يک از حالت های زير نمودار تابعی را رسم کنيد که شرايط گفته شده را داشته باشد.

الف) تابع در يک همسايگی ۲ تعريف شده باشد ولی در اين نقطه حد نداشته باشد.
ب) تابع در ۱ تعريف نشده باشد ولی در يک همسايگی محذوف ۱ تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد.
ج) تابع در يک همسايگی صفر تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد ولی حد آن غير از مقدار تابع در 

صفر باشد.
د) تابع در يک همسايگی ۱- تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد و حد تابع برابر مقدار تابع در ۱- 

باشد.
هـ) تابع در يک همسايگی راست ۲ تعريف شده باشد ولی در هيچ همسايگی چپ ۲ تعريف نشده باشد و در اين 

نقطه حد داشته باشد.
و) تابع در يک همسايگی محذوف صفر تعريف شده باشد و در صفر حد چپ و راست متفاوت  داشته باشد.

ز) تابع در يک همسايگی محذوف صفر تعريف شده باشد و در صفر حد چپ داشته باشد ولی حد راست نداشته 
باشد.

٥  ــ متحرکی روی محور xها به گونه ای حرکت می کند که در هر لحظه t (t ≥ ۰) در مکان x(t) قرار دارد و 
 .x(t) = t۲- t

با رسم نمودار اين تابع در دامنه داده شده چگونگی حرکت اين متحرک را توصيف کنيد و سرعت لحظه ای آن 
را در لحظه t = ۲ به دست آوريد.

0

)(tx



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٤٥

بحث در كلاس

حد برخی توابع خاص را به سادگی می توان به دست آورد.

۱: تابع ثابت f(x) = c  در همه نقاط حد دارد و حد آن در همه نقاط c است.

)(x

x x

fc =

a

limc = c
x a→

x x

)(afa

a

)(xfx

)(xfx

=

=

=

limx = a
x a→

 اگر دو تابع f(x) و g(x) در اطراف نقطه ای مانند a تعريف شده باشند و در اين نقطه حد داشته باشند، آيا تابع 
f(x) + g(x) نيز در a حد دارد؟ حد آن چه می تواند باشد؟ در مورد تابع f(x) g(x) چه می توان گفت؟

قضايای حد توابع

مثال

۲: تابع f(x) = x در همه نقاط حد دارد و حد آن در هر نقطه مانند a برابر a است.



فصل 4 حسابان

١٤٦

١ــ دو تابع ٢x + ٣ = f(x) و x - ٢ = g(x) را در نظر بگيريد و توابع f(x) + g(x)و f(x) g(x) را بسازيد.
٢ــ برای بررسی حد اين چهار تابع در صفر جدول زير را تکميل کنيد.

-٠/١   ٠/٠١   ٠/٠٠١   ←  ٠   →   ٠/٠٠١-   ٠/٠١-   ٠/١x

 →   ?   ←                                 f(x)

→   ?   ←                                 g(x)

→   ?   ←                                 f(x) + g(x)

→   ?   ←                                 f(x) g(x)

٣ــ حد توابع f(x) و g(x) در صفر چيست؟
٤ــ حد توابع f(x) + g(x) و f(x) g(x)  در صفر چيست؟ 

٥  ــ چه ارتباطی بين حد توابع f(x) + g(x) و f(x) g(x)  و حد توابع f(x) و g(x) می يابيد؟

 K به g(x) و مقدارهای L به f(x) مقدارهای a به x با نزديک شدن مقدارهای 
x a
lim g( x ) K
→

=  و 
x a
lim f ( x ) L
→

= اگر 
نزديک می شوند، پس مقدارهای f(x) + g(x) به L + K نزديک  می شوند و ميزان نزديک شدن از هر مقداری می تواند کمتر شود. 
پس تابع f(x) + g(x) در a حد دارد و حد آن L + K است. همچنين مقدارهای f(x) g(x)  به LK نزديک می شوند و ميزان نزديک 
شدن از هر مقداری می تواند کمتر  شود. پس تابع f(x) g(x)  در α حد دارد و حد آن LK است. به عبارت ديگر قضايای زير 

برقرارند.
قضيه:

 f.g و f + g حد داشته باشند آن گاه توابع a روی دامنه يکسانی تعريف شده باشند و در نقطه g و f اگر دو تابع
نيز در a حد دارند و

 → → →
+ = +

x a x a x a
lim( f ( x ) g( x )) lim f ( x ) lim g( x )

 
 

 → → →
=

x a x a x a
lim f ( x )g( x ) lim f ( x ). lim g( x )

 

فعاليت 4



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٤٧

۱: تابع y = x در هر نقطه ای مانند a حد دارد و حد آن a است بنابراين تابع y = x۲ نيز در a حد دارد و حد 
آن a۲ است، زيرا

x a x a x a
lim x ( lim x )( lim x ) a.a a
→ → →

= = =2 2

۲: دو تابع y = x و y = x۲ در هر عددی مانند a حد دارند و حد آن ها به ترتيب a و a۲ است، بنابراين 

x a x a x a
lim( x x ) lim x lim x a a
→ → →

+ = + = +2 2 2
 

xy را در نقطه ۴ به دست می آوريم. ( x )( x )= + −2 1
2

۳: حد تابع 

x x x

x xlim( x )( x ) lim( x ). lim( x ) ( )( )
→ → →

+ − = + − = + − =2 2 2

4 4 4

41 1 4 4 1 54
2 2 2  

توجه داشته باشيد که اگر دو تابع با دامنه های غير يکسان را جمع يا ضرب کنيم، ابتدا اين دو تابع را روی دامنه های يکسان تحديد 
می کنيم و سپس در صورت امکان قضيه قبل را برای توابع تحديد يافته به کار می بريم.

١ــ با استقرا ثابت کنيد برای هر عدد طبيعی n داريم:
n n

x a
lim x a
→

=
٢ــ ثابت کنيد برای هر تابع چندجمله ای مانند P(x) داريم:                   

x a
lim P( x ) P( a )
→

=
            

در بالا ديديم که توابع چندجمله ای به گونه ای هستند که در هر نقطه حد دارند و حد آن ها همان مقدار تابع در آن نقاط است. 
بسياری از توابع مهمی که تا اين جا ديده ايم اين خاصيت را دارند که بدون اثبات برخی از آن ها را در اين جا بيان می کنيم. با رسم نمودار 

اين توابع می توانيد درستی حدهای زير را توجيه کنيد.

→
=k k

x a
lim x a

→
=

x a
lim sin x sina

→
=

x a
lim cos x cos a

→
=x a

x a
lim b b

در حدگيری های بالا، a نقطه ای از دامنه تابع است.

تمرين در كلاس

مثال



فصل 4 حسابان

١٤٨

در نقطه ٢ جدول زير را 
f ( x )
1 ١ــ تابع ٢x - ١ = f(x) را در نظر بگيريد. برای بررسی حد دو تابع f(x) و 

تکميل کنيد.
٢/١   ٢/٠١   ٢/٠٠١   ←        →   ١/٩٩٩   ١/٩٩   ١/٩x

 →   ?   ←                                    f(x) 

→   ?   ←                                   
f ( x )
1

 در نقطه ٢ چه مقدار هستند و چه رابطه ای با هم دارند؟
f ( x )
1 ٢ــ حدهای دو تابع f(x) و 

1 جدول زير را تکميل کنيد.
2

 در نقطه 
f ( x )
1 ٣ــ برای بررسی حد دو تابع f(x) و 

٠/٦   ٠/٥١   ٠/٥٠١   ←        →   ٠/٤٩٩   ٠/٤٩   ٠/٤x

 →   ?   ←                                    f(x) 

→   ?   ←                                   
f ( x )
1

 می يابيد؟ دليل آن را چه می دانيد؟
f ( x )
1 ٤ــ آيا حدی برای 

بحث در كلاس

 نيز در a حد 
f ( x )
1  اگرتابع f(x) در اطراف نقطه ای مانند a تعريف شده باشد و درa  حد داشته باشد، آيا تابع  

دارد؟ حد آن چه می تواند باشد؟ 

فعاليت 5

 به معنای آن است که با نزديک شدن مقدارهای x (در دامنه f ) به a مقدارهای f(x) به L نزديک می شوند. 
x a
lim f ( x ) L
→

=

 a در 
f ( x )
1  از لحاظ قدرمطلق در حال افزايش هستند و به هيچ عدد خاصی نزديک نمی شوند و تابع

f ( x )
1 اگر L = ۰ مقدارهای 

l نزديک می شوند و ميزان نزديک شدن از هر مقداری می تواند کمتر 
L

 به عدد 
f ( x )
1 حد نخواهد داشت . اما اگر L ≠ ۰ مقدارهای 



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٤٩

l است. بنابراين می توانيم قضيه زير را بيان کنيم.
L

 در a حد دارد و حد آن 
f ( x )
1 شود. پس در اين حالت تابع 

قضيه:
→

→

=1 1
x a

x a

lim f ( x ) lim f ( x )  آن گاه 
→

≠0
x a
lim f ( x ) اگر 

π حساب می کنيم.
4

y را در  sin x= 1 ١: حد تابع 
  

 
x

x

lim sin x lim sin xπ→ π→

= = =
4

4

1 1 1 2
2
2  

xy را در ١- = x حساب می کنيم.
x

=
+2 1

٢: حد تابع 

→− →− →− →−
→−

= = = − × = −
+ + + +x x x x

x

xlim lim x lim x lim
x x x lim x2 2 2 21 1 1 1

1

1 1 1 11
21 1 1 1  

 تـابع f(x) در 
x
lim( cos x )
→π

+ =1 f را در π بـررسی می کنيم. از آن جـا کـه 0 ( x ) cos x=
+
1

1
۳: حد تابع 

x = π حد ندارد.

١ــ حد توابع زير را در نقطه داده شده در صورت وجود بيابيد.
xy در ٤  

x
−=

−
3

2
الف) y = cos٢x + x٢ در π       ب) 

1  در ٢ 22 3x xy += − = در π        د) 
+1
x sin xy ( x )cos x

ج) 

٢ــ اگر توابع f(x) و g(x) دامنه يکسانی داشته باشند و در a حد داشته باشند، نشان دهيد تابع f(x) - g(x) نيز 
در a حد دارد و 

x a x a x a
lim( f ( x ) g( x )) lim f ( x ) lim g( x )
→ → →

− = −

 نشان دهيد تابع 
x a
lim g( x )
→

٣ــ اگر توابع f(x) و g(x) دامنه يکسانی داشته باشند و در a حد داشته باشند و 0≠
f نيز در a حد دارد و  ( x )

g( x )
x a

x a
x a

lim f ( x )f ( x )lim g( x ) lim g( x )
→

→
→

=

تمرين در كلاس

مثال



فصل 4 حسابان

١٥٠

f است و حد صورت و  ( x )
g( x )

در محاسبه بسياری از حدهای مهم به حالتی برخورد می کنيم که تابع به صورت 
مخرج در نقطه مورد نظر صفر است. قضايای بالا هيچ کمکی برای محاسبه حد اين گونه توابع نمی کنند. اين حالت را 
0 می نامند. برای محاسبه حد اين گونه توابع (در صورت وجود) يکی از راه ها، ساده سازی اين کسر 

0
اصطلاحاً حالت 

و تبديل آن به حالتی است که عمل محاسبه حد طبق قضايای بالا امکان پذير باشد.

sin را در ۰ بررسی می کنيم.  xy sin x= 2 ۱: حد تابع 
0 قرار داريم و لازم است ابتدا يک ساده سازی از کسر به عمل آوريم.

0
در حالت 

x x x

sin x sin xcos xlim lim lim cos xsin x sin x→ → →
= = =

0 0 0

2 2 2 2
 

− را در ۱ بررسی می کنيم. 
=

−
xy
x
1

1
۲: حد تابع 

محاسبه اين حد به طور مستقيم امکان پذير نيست، ولی می توانيم آن را به شکل زير ساده کنيم و سپس حد را 
حساب کنيم.

 
1 1 1 1

1 1 1 11 1 2
11 1 1x x x x

( x )( x ) ( x )( x )xlim lim lim lim( x )xx ( x )( x )→ → → →

− + − +− = = = + =
−− − +                   

باشيم، اين به معنای آن است که  0
0

)P در نقطه a در حالت  x )
Q( x )

اگر P(x) و Q(x) دو چندجمله ای باشند و در محاسبه حد 
را ساده کرد و عامل x - a را از صورت 

 
P( x )
Q( x )

P(a) = ۰ و Q(a) = ۰. يعنی صورت و مخرج بر x - a بخش پذيرند و می توان کسر 
و مخرج حذف کرد. با ادامه اين عمليات در صورت وجود حد، می توان آن را محاسبه کرد.

اين  معمولی  کردن  ساده  با  نمی توان  ولی  است   0
0

حالات  از  نيز  حد  اين  است.   ۰ در 
 

sin x
x

تابع  حد  مهم  حدهای  از  يکی 
sin در نزديکی های صفر حدس زده ايم که حد آن ۱ است ولی در اين جا  x

x
کسر، حد آن را حساب کرد. قبلاً با محاسبات تقريبی تابع 

می خواهيم استدلال دقيق تری برای آن بيابيم. 

محاسبه حد در توابع کسری

مثال



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٥١

شکل مقابل يک دايره مثلثاتی را نشان می دهد.

١ــ مساحت های مثلث های OBA و OTA و قطاع OBA از دايره را برحسب نسبت های مثلثاتی زاويه (مثبت) 
x  (برحسب راديان) و خود زاويه x محاسبه کنيد و نشان دهيد:

sin x x tan x≤ ≤1 1 1
2 2 2

٢ــ نتيجه بگيريد برای مقدارهای کوچک و مثبت x داريم:
x

sin x cos x≤ ≤ 11
 

 x
sin x

 به چه عددی نزديک می شود؟ با نزديک شدن x به صفر برای تابع 
cos x
1 ٣ــ با نزديک شدن x به صفر 

x در صفر چقدر است؟
sin x

چه نتيجه ای می توان گرفت؟ حد راست 
x حد چپ آن در صفر چيست؟ حد اين تابع در صفر چقدر است؟

sin x
٤ــ با توجه به زوج بودن تابع 

.
x

sin xlim x→
=

0
٥  ــ نتيجه بگيريد 1

B T

Ao H

x

cos را در ۰ حساب می کنيم. xy
x

−=
2

1 2 ۱: حد تابع 

x x x

cos x sin x sin xlim lim lim xx x→ → →

−  = = = 
 

22

2 20 0 0

1 2 2 2 2
 

فعاليت   6

مثال



فصل 4 حسابان

١٥٢

 و تابع ثابت ۱ قرار گرفته است و اين دو تابع در 
cos x
1 x ديديم که اين تابع بين تابع 

sin x
در فعاليت قبل برای يافتن حد تابع 

x نيز به ناچار با نزديک شدن x به صفر بايد به ۱ نزديک شود. اين 
sin x

صفر حد يکسان ۱ دارند. از اين نکته نتيجه می شود که تابع 
مطلب در حالت کلی هم درست است که آن را قضيه افشردگی می نامند.

قضيه:
اگـر تـابعی مـانند اگـر تـابعی مـانند f(xf(x)) در يـک همسايگی محذوف نقطه ای مانند  در يـک همسايگی محذوف نقطه ای مانند aa بين دو تـابع  بين دو تـابع g(xg(x)) و  و k(xk(x)) قـرار گيـرد، مثلاً  قـرار گيـرد، مثلاً 

..
→

=
x a
lim f ( x ) L k(x)k(x)  ≤≤  f(x)f(x)  ≤≤  g(x)g(x)، و ، و gg و  و kk در نقطه  در نقطه aa دارای حد يکسان  دارای حد يکسان LL باشند، نتيجه می شود  باشند، نتيجه می شود 

L

a

)(xg

)(xk

)(xf

xcos را در صفر حساب می کنيم. x
1 ۲: حد تابع 

x و برای مقدارهای منفی x داريم  xcos xx− ≤ ≤1 cos برای مقدارهای مثبت x داريم  x− ≤ ≤11 از آن جا که 1

x
lim xcos x→

=
0

1 . توابعی که در دو طرف نامساوی هستند در صفر حد يکسان صفر دارند، پس 0 x xcos xx≤ ≤ −1

١ــ حدهای زير را حساب کنيد.

    n

x

xlim x→

−
−1

1
1

ب)     
4

4
2x

xlim
x→

−
−

الف) 

        3

21

2
1x

x xlim
x→−

+ +
−

د) 
 

2 2

20x

x sin xlim
x→

+ ج  ) 

مثال

مسائل



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٥٣

x

sin xlim cos x→ −

2

01
و)   

x
lim x sin x
→

+2

0
1 هـ)  

         
x

cos xlim xsin→π

−1

2

ح)    
x

cos xlim x→

−
0

1 ز) 

x

cos xlim sin x cos xπ→ −
4

2 ط) 

 .  x a
lim( f ( x ) L )
→

− =0   معادل  با   آن  است  که 
x a
lim f ( x ) L
→

=  ـ ثابت   کنيد  که    ٢ـ
 با 

x a
lim | f ( x )|
→

=0  و 
x a
lim f ( x )
→

=0 ٣ــ با توجه به ايده شهودی حد تابع توضيح دهيد که چرا دو شرط 
يکديگر معادلند.

٤ــ اگر f(x) و g(x) توابعی باشند که در اطراف نقطه a تعريف شده اند و f در a حد دارد ولی g  در a حد ندارد، 
نشان دهيد f + g  در a حد ندارد.

٥  ــ دو تابع f و g مثال بزنيد که در اطراف صفر تعريف شده اند و هيچ کدام در صفر حد ندارند ولی f + g در 
صفر حد دارد.

٦  ــ دو تابع f و g مثال بزنيد که در اطراف a تعريف شده اند و f در a حد داشته باشد ولی g  در a حد نداشته 
باشد، با اين حال fg در a حد داشته باشد.

 f تعريف شده باشند و در اين نقطه حد داشته باشند، حتی اگر دامنه های a در اطراف نقطه g و f ٧ــ اگر دو تابع
و g يکسان نباشند، با تحديد f و g روی يک دامنه يکسان نتيجه بگيريد f + g  نيز در a حد دارد و 

x a x a x a
lim ( f ( x ) g( x )) lim f ( x ) lim g( x )
→ → →

= + = +
 

sin در اطراف صفر تعريف شده است؟ آيا اين تابع در صفر حد دارد؟ درستی نامساوی زير را  x
1 ٨  ــ آيا تابع 

ثابت کنيد.
x sin xx ≤1

x در صفر اظهارنظر کنيد و دليل درستی نظر خود را توضيح   sin x
1 با توجه به اين نامساوی در مورد حد تابع 

دهيد.



فصل 4 حسابان

١٥٤

پيوستگی توابع

 را رسم کنيد.
x x

g( x )
x

+ ≠= 
=

1 2

1 2
١ــ نمودار دو تابع ١ + f(x) = x  و 

٢ــ حد اين دو تابع را در نقطه ٢ به دست آوريد.
٣ــ اين دو تابع چه شباهت ها و چه تفاوت هايی دارند و چرا حد آن ها در نقطه ٢ با هم مساوی است؟

٤ــ حد اين دو تابع در نقطه ٢ با مقدارهای اين دو تابع در نقطه ٢ چه رابطه ای دارند؟
٥ ــ يکسانی حد f و مقدار f در نقطه ٢ و تفاوت حد g و مقدار g در نقطه ٢، موجب پيدايش کدام ويژگی در 

نمودار اين دو تابع شده است.

 در بررسی حد يک تابع در يک نقطه، لزومی ندارد تابع در آن نقطه تعريف شده باشد، اما اگر تابع در آن نقطه تعريف شده باشد 
در صورت وجود حد، دو حالت ممکن است رخ دهد. 

الف) حد تابع در آن نقطه مساوی مقدار تابع در آن نقطه است.
ب) حد تابع در آن نقطه مساوی مقدار تابع در آن نقطه نيست.

برای مثال، اين دو حالت در نمودار توابع زير نشان داده شده اند.

o

22

2

حالت (ب)حالت (الف)

1 2
2

1 2

2 3 2

x x

y x

x x

<

= =

- <

1 2
2

2 2

2 3 2

x x

y x

x x

<

= =

- <

فعاليت  7



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٥٥

همان طور که مشاهده می شود در حالت (الف) نمودار تابع يک پارچه و به هم پيوسته است ولی در حالت (ب) نمودار تابع از 
هم گسسته شده است. علت اين موضوع آن است که در حالت (الف) حد تابع در هر نقطه برابر مقدار تابع در همان نقطه است ولی در 

حالت (ب) در نقطه ٢ حد تابع و مقدار تابع مساوی نيستند. به همين خاطر تعريف زير بنا می شود.
تعريف:

فرض کنيد تابع f در نقطه a و در يک همسايگی چپ يا راست (يا هر دو) a تعريف شده باشد. اگر حد اين تابع 
، گوييم تابع f در a پيوسته است.

→
=

x a
lim f ( x ) f ( a ) در a موجود و برابر f(a) باشد، يعنی 

x

x
)(xf

)(xf

۱: توابع چندجمله ای در هر نقطه ای پيوسته اند، زيرا قبلاً ديديم که برای هر تابع چندجمله ای P(x) در هر نقطه 
.

x a
lim P( x ) P( a )
→

= a داريم: 
kxb در همه نقاط دامنه خود پيوسته اند. ,cos x ,sin x , x ۲: توابع 

 در نـقـطه ۱ پيوسته نيست، زيـرا حـد آن در نقطه ۱ بـرابـر ۲ است ولـی 
x xxf ( x )

x

 − ≠ −= 
 =

2 1 1
1

1 1
۳: تابع 

. f   (۱) = ۱

x x

)(xf

1

2

xxf در صفر پيوسته ( x )
x

 ≠= 
 =

1 0

0 0
٤: تابع 

 نيست، زيرا اين تابع در صفر حد ندارد.

مثال



فصل 4 حسابان

١٥٦

با رسم نمودار توابع زير، پيوستگی آن ها را در نقطه داده شده بررسی کنيد.
a ≠ در نقطه دلخواه ٠ y x= 1 ١ــ 

a = در نقطه ٠ x x x
y

x x x

 + ≤= 
 − <

2

2

0

0
٢ــ 

a = -در نقطه ١ xxy
x x

 ≤ −= 
 + − <

1 1

1 1
٣ــ 

a = -با دامنه [۱, ۱-] در نقطه ١ y = [x] - ۴

تعريف:
اگر تابعی در تمام نقاط دامنه خود پيوسته باشد، آن را تابعی پيوسته می نامند.اگر تابعی در تمام نقاط دامنه خود پيوسته باشد، آن را تابعی پيوسته می نامند.

xf در ۱ پيوسته است؟ از پيوستگی اين تابع در ۱ نمی توانيم صحبت کنيم چون اين تابع در ۱ تعريف نشده  ( x ) x
−=
−

2 1
1

آيا تابع 
است. شرط صحبت از پيوستگی يا ناپيوستگی يک تابع در يک نقطه آن است که تابع در آن نقطه و يک همسايگی چپ يا راست (يا 

هر دو) آن نقطه تعريف شده باشد. 

تمرين در كلاس

1f در نقطه ١ پيوسته است. زيرا در نقطه ١ حد دارد و حد آن برابر مقدار تابع در ١  ( x ) x= − ٥: تابع 
است.

1 1 1
1 1 0 1

x x x
lim f ( x ) lim x lim x f ( )

+→ → →
= − = − = =  

توجه داشته باشيد که پيوستگی توابع در نقاط انتهايی دامنه خود به معنای آن است که حد چپ يا راست تابع در 
آن نقطه برابر مقدار تابع در آن نقطه باشد. 



فصل 4 حد و پيوستگی توابع

١٥٧

توابعی  نتيجه  در  و  پيوسته اند  خود  دامنه  نقاط  همه  در   
x kb ,cos x ,sin x , x و  چندجمله ای  توابع   :۱

پيوسته اند. 
y پيوسته است زيرا در تمام نقاط دامنه خود پيوسته است. (صفر در دامنه اين تابع نيست) x= 1 ۲: تابع 

٣: تابع y = [x] که روی IR تعريف شده است در نقاط صحيح ناپيوسته است. اما اگر تابع y = [x] را با دامنه 
[۰,۲] درنظر بگيريم، اين تابع در نقطه صفر پيوسته است ولی در نقاط ١ و ٢ هم چنان ناپيوسته است.

f را بسازيم و f(x) در نقطه ای مانند a حدی برابر L داشته باشد، آيا تابع  ( x ) اگر f(x) تابعی با مقدارهای مثبت باشد و تابع 
L می شود؟ f نيز در a حد دارد؟ آيا حد آن  ( x )

L نزديک می شوند. با نزديک  t نيز به t تابعی پيوسته است و اگر مقدارهای t به عددی مانند L نزديک شوند مقدارهای 

L نزديک می شوند، يعنی تابع  f به  ( x ) شدن مقدارهای x  به a، مقدارهای f(x)  به L نزديک می شوند، در نتيجه مقدارهای 
L است.  به عبارت ديگر: f در a حد دارد و حد آن  ( x )

قضيه:
آنـگـاه  بـاشد،   داشته   حـد  آنـگـاه   بـاشد،   داشته   حـد   aa مـانند  نـقطه ای  در  و  بـاشد  نامنفی  مـقدارهـای  بـا  تـابعی  مـانند   نـقطه ای  در  و  بـاشد  نامنفی  مـقدارهـای  بـا  تـابعی   f(xf(x)) اگـر اگـر 

..
   → →
lim f ( x ) lim f ( x )
x a x a

=

= y است و مطلب بالا برای هر تابع پيوسته ديگری هم برقرار است. اگر g(x) تابعی  x علت درستی رابطه بالا پيوستگی تابع 
پيوسته و f(x) تابعی باشد که در نقطه ای مانند a حدی برابر L داشته باشد و ترکيب g(  f(x)) قابل انجام باشد (برد f داخل دامنه g باشد) 

و L در دامنه g باشد، آنگاه تابع g(  f(x)) نيز در a حد دارد و حد آن g(L) است. به عبارت ديگر با شرايط بالا داريم:
lim  ( f ( x )) g( lim f ( x ))
→

=
x a

g
x a→

مثال



فصل 4 حسابان

١٥٨

 می يابيم.
6
π y را در نقطه  sin x= ٤: حد تابع 

x x
lim sin x lim sin x

π π→ →
= = =

6 6

1 2
2 2

a می يابيم. = π2 2
3

sin را در نقطه  xπ −2 2 ٥: حد تابع 

x a x a x a
lim sin x sin( lim x ) sin lim( x )
→ → →

π − = π − = π −2 2 2 2 2 2

sin sin sinπ π π= π − = = =
2 2

2 8 3
9 9 3 2

١ــ با رسم نمودار توابع زير تعيين کنيد کدام يک از آن ها ناپيوستگی دارند و در چه نقاطی ناپيوسته اند؟
    y = x + [x] (ب  y = |x - الف) ٢+ |١

x( x ) x
y

x x

− ≤= 
− + <

1 1

2 1
د)   y = x + |x| (ج

٢ــ در تابع زير مقدار a را طوری تعيين کنيد که تابع پيوسته باشد.

x ax x
y

x a x

 − + ≤= 
 − <

2 1 1

2 1

٣ــ ثابت کنيد به ازای هيچ مقداری برای a تابع زير پيوسته نخواهد بود.
ax x
xy

x

 ≠
= 
 =

0

1 0

٤ــ نمودار يک تابع را رسم کنيد که در صفر ناپيوسته باشد ولی در صفر حد داشته باشد.
٥  ــ نمودار يک تابع را رسم کنيد که در دو نقطه صفر و ۱ ناپيوسته باشد و در اين نقاط حد نداشته باشد.

نيز   f(x) g(x) و   f(x) + g(x) توابع  دهيد  نشان  باشند،  يکسان  دامنه  با  پيوسته ای  توابع   g(x) و   f(x) اگر  ٦  ــ 
f چه می توان گفت؟ ( x )

g( x )
پيوسته اند. در مورد پيوستگی 

باشند در مورد پيوستگی تابع g0f چه می توان گفت؟ IR ٧ــ اگر f و g توابع پيوسته ای با دامنه

مثال

مسائل



مشتق توابع

وقتى هواپيما موشكى را شليك مى كند، موشك 
خط مستقيمى را طى مى كند كه مماس بر مسير 

1.  خط مماس بر منحنى ها و مشتق توابعحركت هواپيما است.
2.  روش هاى محاسبهٴ مشتق توابع  

3.  آهنگ تغييرات
4.  مشتق توابع مثلثاتى  

5.  مشتق تابع وارون و توابع مركب



١٦٠

فصل 5 حسابان
  خط مماس بر منحنی ها و مشتق توابع

چگونه خط مماس بر يک منحنی را به دست آوريم؟

قبلاً با مفهوم خط مماس بر يک دايره آشنا شده ايم.

برای آن که خطی در نقطه ای بر دايره ای مماس باشد کافی است يکی از دو ويژگی های زير برقرار باشد.
الف) خط و دايره فقط و فقط در آن نقطه برخورد داشته باشند.

ب) خط و دايره در آن نقطه برخورد داشته باشند و کل دايره در يک طرف خط قرار بگيرد.
آيا از اين ويژگی ها می توان برای به دست آوردن خط مماس بر منحنی های ديگر هم استفاده کرد؟ 

به شکل های زير توجه کنيد و در هر مورد حدس بزنيد که آيا خط داده شده در نقطه تقاطع با منحنی، مماس بر آن منحنی محسوب  
می شود يا نه، و کدام يک از دو ويژگی بالا را دارد.

(الف) (ب)

(ج) (د)

حل يك مسئله



١٦١

فصل 5 مشتق توابع
در تجربه صفحهٔ قبل ممکن است حدس هايی درست يا نادرست زده باشيد. اما اين تجربه نشان می دهد که شرايط مماس بودن 
يک خط بر يک منحنی دلخواه با شرايط مماس بودن يک خط بر دايره فرق می کند، زيرا دايره منحنی خاصی است و لزومی ندارد 
برای يک منحنی دلخواه شرايط مماس بودن خط بر منحنی مانند حالت دايره باشد. بايد مفهوم خط مماس بر دايره را به شکل ديگری 

به دست آوريم که برای يک منحنی دلخواه هم قابل قبول باشد.

١ــ نقطهٔ A را روی دايرهٔ زير به طور ثابت در نظر بگيريد. نقطهٔ ديگری روی دايره مانند B در نظر بگيريد و خط 
AB را رسم می کنيم. نقطهٔ B را روی دايره به نقطهٔ A  نزديک می کنيم. خط AB به چه خطی نزديک می شود؟

 B مانند  منحنی  روی  ديگری  نقطهٔ  بگيريد.  نظر  در  ثابت  طور  به   A مانند  نقطه ای  زير،  دلخواه  منحنی  در  ۲ــ 
در نظر بگيريد و خط AB را رسم می کنيم. نقطه B را روی منحنی به نقطه A نزديک می کنيم. خط AB به چه خطی 

نزديک می شود؟

A
B

d

A

B

d

فعاليت بالا نشان می دهد که برای يافتن خط مماس بر يک منحنی در نقطه ای مانند A بايد نقطه ای مانند B روی منحنی در 
نزديکی A در نظر بگيريم و با رسم خط AB، نقطهٔ B را به نقطهٔ A نزديک کنيم و ببينيم که آيا اين خط ها به خط خاصی نزديک می شوند. 

اين عمل دقيقاً يک عمل حدگيری است. 
از خط مماس بر يک منحنی در يک نقطه، يک نقطه از خط مشخص است (همان نقطه ای که خط در آن نقطه بر منحنی مماس 

فعاليت 1
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می شود.)، پس برای مشخص کردن اين خط، کافی است شيب آن را مشخص کنيم و شيب با يک عمل حدگيری به دست می آيد.

a

2)( ha +

2a

ha +

A

B

a

)( haf +

)(af

ha +

A

B

)()( afhaf +

h

فعاليت 2

)A را در نظر بگيريد. برای يک عدد حقيقی کوچک و ناصفر  a,a )2 نقطهٔ ثابت  f ( x ) x= روی نمودار تابع 2
)B را روی نمودار تابع در نزديکی A در نظر بگيريد. a h,( a h ) )+ + 2 h (مثبت يا منفی) نقطهٔ 

١ــ شيب خط AB را حساب کنيد که تابعی از h است.
۲ــ با نزديک شدن h به صفر نقطهٔ B به چه نقطه ای نزديک می شود؟

۳ــ با نزديک شدن h به صفر شيب خط AB به چه مقداری نزديک می شود؟
)A چقدر است؟ a,a )2 در نقطهٔ  f ( x ) x= 2 ۴ــ شيب خط مماس بر نمودار تابع 

را روی  A( a, f ( a ) محاسبات فعاليت بالا را در مورد هر تابع ديگری هم می توانيم انجام دهيم. تابع دلخواه f(x) و نقطهٔ ثابت (
)B را روی نمودار  a h, f ( a h ))+ + نمودار آن در نظر می گيريم. برای يک عدد حقيقی کوچک و ناصفر h (مثبت يا منفی) نقطهٔ 

تابع در نزديکی A در نظر می گيريم.
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. f ( a h ) f ( a )
h

+ − شکل صفحهٔ قبل نشان می دهد که شيب خط AB برابر است با 
اگر با نزديک شدن h به صفر اين کسر به عدد خاصی نزديک شود، اين عدد همان شيب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطهٔ 

خواهد بود به عبارت ديگر: A( a, f ( a ))

شيب خط مماس
h

f ( a h ) f ( a )lim
h→

+ −
=

0  
 

f نشان می دهند. ( a )′ مقدار بالا را (در صورت وجود) مشتق تابع f در a می نامند و با 
تعريف:

اگر f  تابعی باشد که در يک همسايگی نقطهٔ a تعريف شده است، در اين صورت حد زير را (در صورت وجود)، 
f′ نشان می دهند. ( a مشتق تابع f در a می نامند و با (

→

+ −′ =
0h

f ( a h ) f ( a )f ( a ) lim
h

اگر حد بالا موجود نباشد، گوييم f در a مشتق پذير نيست.

مثال

را در نقطه دلخواه a حساب می کنيم و به کمک آن معادله خط مماس بر نمودار  f ( x ) x= 3 ۱: مشتق تابع 
تابع را در نقطه ٔ A(۱,۱) به دست می آوريم. 

h h

f ( a h ) f ( a ) ( a h ) af ( a ) lim lim
h h→ →

+ − + −′ = =
3 3

0 0
 

h h

a h ah hlim lim( a ah h ) a
h→ →

+ +
= = + + =

2 2 3
2 2 2

0 0

3 3
3 3 3  

، شيب خط مماس بر نمودار اين تابع در نقطهٔ A(۱,۱)  برابر ۳  می باشد و معادله خط  f ( )′ =1 3  از آنجا که 
 . y ( x )− = −1 3 1 مماس عبارت است از: 

بر  مماس  خط  معادلهٔ  آن  کمک  به  و  می کنيم  حساب   a دلخواه 0≠ نقطهٔ  در  را   f ( x )
x

=
1 تابع   مشتق   :۲

)A به دست می آوريم. , )1
2
2

نمودار تابع را در نقطهٔ 

      
 h h

f ( a h ) f ( a ) a h af ( a ) lim lim
h h→ →

−+ − +′ = =
0 0

1 1

 

h h

h
a( a h )lim lim

h a( a h ) a→ →

−
− −+= = =
+ 20 0

1 1

 



١٦٤

فصل 5 حسابان

a

)(xf

)(af
A

B

)()( afxf

ax

x

می باشد و معادلهٔ خط  −1
4
برابر A( , )1

2
2

، شيب خط مماس بر نمودار اين تابع در نقطهٔ f ( ) −′ =
1

2
4

از آنجا که 
. y ( x )−

− = −
1 1

2
2 4

مماس عبارت است از: 
صورت  به  را   A( a, f ( a )) نقطهٔ نزديک    B نقطهٔ  است  مناسب تر  گاهی  تابع  يک  مشتق  محاسبهٔ  برای 

)B در نظر بگيريم. x, f ( x ))

f است. ( x ) x′ =2 f آنگاه تابع مشتق آن به صورت  ( x ) x= ٤: اگر2
برخی توابع در همه نقاط دامنه خود مشتق پذير نيستند، در اين صورت دامنه تابع مشتق فقط از نقاطی تشکيل 

f و برای محاسبه مشتق f در a بايد حد اين کسر را  ( x ) f ( a )
x a
−
−

در اين حالت شيب خط AB برابر است با 
بيابيم، يعنی  x a= در

x a

f ( x ) f ( a )f ( a ) lim
x a→

−′ =
−

 
)y را در نقطهٔ a > ٠حساب می کنيم. x ) x= ۳: مشتق تابع 

x a x a

x a ( x a )( x a )y ( a ) lim lim
x a ( x a )( x a )→ →

− − +′ = =
− − +

 

x a x a

x alim lim
( x a )( x a ) x a a→ →

−
= = =

− + +
1 1

2
 

تعريف:
اگر f تابعی باشد که در تمام نقاط دامنه خود مشتق پذير است، f ' (x)  يک تابع را نشان می دهد که آن را تابع 

مشتق می نامند.

مثال
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f را در همه نقاط بررسی کنيد و تابع مشتق آن را به دست آوريد.   ( x ) x= مشتق پذيری و مشتق تابع 

می شود که تابع در آن نقاط مشتق پذير باشد.
است. y ( x )

x
′ =

1

2
)y در همهٔ نقاط بازه (∞ ,۰) مشتق پذير است و تابع مشتق آن  x ) x= ۵: تابع 

برای محاسبه مشتق يک تابع f در نقطه ای مانند a بايد حد  زير  را (در صورت وجود) حساب کنيم.

x a

f ( x ) f ( a )lim
x a→

−
−

در برخی موارد ممکن است حد بالا موجود نباشد ولی حدهای چپ و راست آن موجود باشند. 

تابع زير را در نظر بگيريد. 
( x ) x

y( x )
( x ) x

− − + ≤= 
− + + <

2

2

1 4 0

1 4 0  

۱ــ نقطهٔ A(۰,۳)  ، و نقطهٔ B ( x , f ( x)) را سمت  راست A در نظر بگيريد و حد شيب خط AB  را وقتی  B  به 
A نزديک می شود حساب کنيد. 

A

A

B

x

فعاليت 3

تمرين در كلاس
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A

B

x

تعريف:
 x = a در −

−
f ( x ) f ( a )

x a اگر تابع f در يک همسايگی راست نقطه ای مانند a تعريف شده باشد، حد راست 
f′+ نشان می دهند. ( a ) را (در صورت وجود) مشتق راست f در a می نامند و يا 

 −
−

f ( x ) f ( a )
x a به طور مشابه، اگر تابع f در يک همسايگی چپ نقطه ای مانند a تعريف شده باشد، حد چپ 

f′− نشان می دهند. ( a ) در x = a را (در صورت وجود) مشتق چپ f در a می نامند و با 

مشتق پذيری يک تابع در يک نقطه درونی مانند a معادل با آن است که مشتق های چپ و راست تابع در آن نقطه موجود و با هم 
 f و مشتق پذيری a در f به معنای وجود مشتق راست a در f طبق قرارداد مشتق پذيری ، f:[a,b]→IR مساويند. برای يک تابع مانند

در b به معنای وجود مشتق چپ f در b است.

1

A

 x = 1 در زير رسم شده است. پيوستگی و مشتق پذيری آن را  در x x
k( x )

x x

 ≤= 
− + <

2

2

2 1

3 1
نمودار تابع 

بررسی می کنيم. 

حساب  می شود  نزديک   A به   B وقتی  را   AB خط  شيب  حد  و  بگيريد  نظر  در   A چپ  سمت  را   B نقطهٔ   ۲ــ 
کنيد. 

۳ــ آيا اين تابع در x =۰  مشتق پذير است؟ خط هايی که از نقطهٔ A می گذرند و شيب آن ها اعدادی است که در 
بندهای قبل به دست آورده ايد چه وضعيتی نسبت به  نمودار تابع دارند؟

مثال
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تمرين در كلاس

از روی شکل می توان حدس زد که تابع در ١ = x بايد پيوسته باشد. برای بررسی درستی اين حدس، حد تابع 
را در ١ = x بررسی می کنيم. از آنجا که وضعيت تابع در سمت چپ و راست ١ متفاوت است حدهای چپ و راست 

تابع را در ١ = x جداگانه حساب می کنيم. 

x x
lim k( x ) lim x

+ +→ →
= − + = − + =2

1 1
3 1 3 2  

x x
lim k( x ) lim x

− −→ →
= =2

1 1
2 2  

ديده می شود که حد تابع k(x) در ١ = x موجود است و برابرk (1) است، پس تابع k(x) در ١ = x پيوسته است. 
بـرای بـررسی مشتق پـذيـری از روی شکل مـی تـوان حدس زد نمودار تـابع در سمت چپ و راست  نقطهٔ 
محاسبه  جداگانه  تابع k(x) را  راست  مشتق های چپ و  بنابراين  دارد.  متفاوت  مماس های  متفاوت است و   A (۱,۲)

می کنيم.

+ + + ++
→ → → →

− − + − − +′ = = = = − + = −
− − −x x x x

k( x ) k( ) x xk ( ) lim lim lim lim ( x )
x x x

2 2

1 1 1 1

1 3 2 1
1 1 2

1 1 1
 

− − − −−
→ → → →

− − − +′ = = = = + =
− − −x x x x

k( x ) k( ) x ( x )( x )k ( ) lim lim lim lim ( x )
x x x

2

1 1 1 1

1 2 2 2 1 1
1 2 1 4

1 1 1
 

ديده می شود که مشتق های چپ و راست تابعk (x)   در ١ = x موجودند ولی مساوی نيستند. بنابراين اين تابع در اين 
نقطه مشتق پذير نيست و خط مماس بر نمودار تابع در اين نقطه موجود نيست.

)xg را در نقطه ۱-  حساب کنيد و به کمک آن، معادله خط مماس بر نمودار اين  x )
x

+
=

−
1
1

۱ــ  مشتق تابع  
تابع را در نقطه A (-۱,۰) بنويسيد. تابع مشتق g را بيابيد و دامنه آن را تعيين کنيد.

۲ــ  تابعی بسازيد که در x = ۲ پيوسته باشد و در اين نقطه مشتق های چپ و راست متفاوت داشته باشد.
 g( x ) f ( x b )= − ٣ــ فرض کنيد f(x) تابعی باشد و به ازای عدد دلخواهی مانند b تابع g(x) را به صورت  

تعريف می کنيم. 
الف) از طريق نموداری نشان دهيد که اگر خط مماس بر نمودار تابع g در نقطه a وجود داشته باشد، آنگاه خط 

مماس بر نمودار f در نقطهٔ a-b موجود است و اين دو خط با هم موازيند. 
مشتق پذير است و   a-b ٔدر نقطه f مشتق پذير باشد آنگاه a ٔدر نقطه g ب) با محاسبه جبری نشان دهيد که اگر

 . g ( a ) f ( a b )′ ′= −
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ج) با محاسبه جبری نشان دهيد که اگرf(x) در همه نقاط دامنه خود مشتق پذير باشد، آنگاه g(x) نيز در همه نقاط 
. g ( x ) f ( x b )′ ′= − دامنه خود مشتق پذير است و برای هر مقدار x (در دامنهٔ g) داريم: 

)y را حساب می کنيم.  x )
x b

=
+
1 ١: مشتق تابع 

)y بنابراين  x ) f ( x b )= + f داريم  ( x )
x

=
1 اگر قرار دهيم 

2

1y ( x ) f ( x b )
( x b )

′ ′= + = −
+

 

)y را حساب می کنيم.  x ) x b= − ٢: مشتق تابع 
f بنابراين  ( x )

x
′ =

1

2
. محاسبه نشان می دهد که  y( x ) f ( x b )= − f داريم  ( x ) x= اگر قرار دهيم 

y ( x ) f ( x b )
x b

′ ′= − =
−

1

2  

شايد اين سؤال برای شما مطرح شده باشد که مشتق پذيری و پيوستگی چه فرقی با هم دارند. آيا هر تابع پيوسته ای مشتق پذير 
است؟ آيا هر تابع مشتق پذيری پيوسته است؟

نقطه  آن  در  ولی  باشد  پيوسته  نقطه ای  در  است  ممکن  تابع  يک  که  ديديد  مثال ها  در  نيست.  مشتق پذيری  معنای  به  پيوستگی 
قبل  فصل  در  گرفت.  نتيجه  را  نقطه  آن  در  تابع  آن  پيوستگی  می توان  نقطه  يک  در  تابع  يک  مشتق پذيری  از  اما  نباشد.  مشتق پذير 
. اين تساوی معادل با آن است که 

x a
lim f ( x ) f ( a )
→

= ديديم که پيوستگی يک تابع مانند f در نقطه ای مانند a به معنای آن است که 
 و ما می توانيم درستی اين تساوی را از شرط مشتق پذيری f  در a به دست آوريم.

x a
lim( f ( x ) f ( a ))
→

− =0

→ →

−
− = × −

−x a x a

f ( x ) f ( a )lim( f ( x ) f ( a )) lim ( x a )
x a

 

→ →

− ′= × − = × =
−x a x a

f ( x ) f ( a )lim lim( x a ) f ( a )
x a

0 0             

با اين استدلال می توانيم قضيهٔ صفحهٔ بعد را به دست آوريم.

مثال
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قضيه:

اگر تابعی در نقطه ای مشتق پذير باشد در آن نقطه پيوسته نيز خواهد بود.

فرض کنيد خطی مانند d نمودار تابعی مانند f را در نقطه ای مانند A(a , f(a)) قطع کند. 

A

d

گوييم اين خط بر نمودار تابع در نقطهٔ A عمود است، هرگاه d بر خط مماس بر نمودار تابع در A عمود باشد. اگر شيب خط d برابر 
. m

f ( a )
= −

′
1 m باشد، شرط عمود بودن معادل با آن است که 

به دست  می کند  قطع  را  منحنی  اين   A( , )1
2
2

نقطهٔ  در  که   f ( x )
x

=
1 تابع  نمودار  بر  قائم  خط  معادلهٔ 

می آوريم.
، پس شيب خط قائم برابر  f ( )′ = −

1
2

4
f داريم  ( x )

x
′ = −

2

1  است. از آنجا که  
f ( )

−
′
1
2

شيب اين خط 
است با ۴. نقطه A روی اين خط است، بنابراين معادله اين خط عبارت است از: 

y ( x )− = −
1

4 2
2

١ــ مشتق توابع زير را در يک نقطه دلخواه a از دامنهٔ آن ها تعيين کنيد.
x( t ) t= 4 )g       ج)  x ) x= +3 5 f        ب)   ( x ) c= الف)  

k( x )
x

=
1 )uy         هـ)  u )

u
=

+1
د) 

۲ــ  معادلهٔ خط مماس و خط عمود بر نمودار توابع زير را در نقطهٔ داده شده به دست آوريد.

x , y( x ) x= − = − 21 4 ب)    x , y( x )
x

= =
+ 2

1
1

1
الف) 

مثال

مسائل
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در مثال ها و تمرين ها صفحات قبل مشتق برخی از توابع را حساب کرده ايم. برای مثال مشتق برخی توابع خاص 
را در زير محاسبه می کنيم.

. f ( x )′ =0 ،x تابع ثابت باشد، مشتق آن در هر نقطه صفر است، يعنی برای هر مقداری از f(x)=c ۱ــ  اگر

h h h

f ( x h ) f ( x ) c cf ( x ) lim lim lim
h h→ → →

+ − −′ = = = =
0 0 0

0 0

 nf ( x ) nx −′ = 1 صورت  به   x مقدار  هر  برای  آن  مشتق  است،  طبيعی  عددی   n که  nf ( x ) x= اگر  ۲ــ 
است.

n n

x a x a

f ( x ) f ( a ) x af ( a ) lim lim
x a x a→ →

− −′ = =
− −  

روش های محاسبهٴ مشتق توابع

۳ــ نمودار توابع زير را رسم کنيد و حدس بزنيد اين توابع در چه نقاطی مشتق پذير نيستند و در  اين نقاط مشتق های 
 چپ و راست را در صورت وجود محاسبه کنيد.

x x
y( x )

x x

 + ≤= 
− + <

2

2

1 0

1 0
)y    ب)  x ) x= +2 1 الف) 

 y( x ) x x= − + −1 د)    y( x ) x= − 21 ج)  

)y را رسم کنيد. اگر خط y=۲x را به موازات خود در صفحه بالا و پايين ببريم آيا  x ) x= ٤  ــ نمودار تابع 
جايی پيدا می شود که خط جا به جا شده بر نمودار اين تابع  مماس شود؟ در کدام نقاط اين اتفاق می افتد؟

٥ ــ  فرض کنيد f(x) تابعی مشتق پذير در نقطه ای مانند a باشد. به ازای عدد دلخواهی مانند b تابع g(x)  را به 
تعريف می کنيم. از طريق نموداری و وجود خط مماس بر نمودار f در نقطه به طول a  نشان  g( x ) f ( x ) b= + صورت 
. از طريق حد گيری و محاسبه نيز درستی اين تساوی را به دست  g ( a ) f ( a )′ ′= دهيد g نيز در a مشتق پذير است و 

آوريد.
خط رسم می کنيم. آيا نقطه يا نقاطی يافت می شوند که  f ( x ) x= +2 ٦ ــ از مبدأ به نقاط مختلف نمودار تابع 1
خط رسم شده بر نمودار اين تابع مماس شود؟ در کدام نقاط اين اتفاق می افتد؟ درستی محاسبات خود را با رسم نمودار 

اين تابع بررسی کنيد. 
تابع دهيد  نشان  حد گيری  و  محاسبه  با  باشد،  حقيقی  عددی   a و  باشد  مشتق پذير  تابعی   f(x) کنيد  فرض  ٧ــ 

. g ( x ) af ( ax )′ ′=  g(x)=f(ax) نيز مشتق پذير است و
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 f + g می شناسيد. مشتق تابع a را در يک نقطه دلخواه مانند g( x ) x= 2 f و  ( x ) x= ۱ــ مشتق دو تابع 
را در همين نقطه a حساب کنيد.

g مشاهده می کنيد.  ( a )′ و  f ( a )′ ) و f g ) ( a )′+ ۲ــ چه ارتباطی بين 
۳ــ آيا اين ارتباط برای هر دو تابع ديگری هم برقرار است؟

فرض کنيد دو تابع f و g در نقطه ای مانند a مشتق پذير باشند. می خواهيم بررسی کنيم که آيا تابع f+g نيز در a مشتق پذير  
است. 

0h

( f g )( a h ) ( f g )( a )( f g ) ( a ) lim
h→

+ + − +′+ =  

h

f ( a h ) g( a h ) f ( a ) g( a )lim
h→

+ + + − −
=

0

 

h

f ( a h ) f ( a ) g( a h ) g( a )lim
h→

+ − + + −
=

0

 

0h

f ( a h ) f ( a ) g( a h ) y( a )lim( )h h→

+ − + −= +  

h h

f ( a h ) f ( a ) g( a h ) g( a )lim lim f ( a ) g ( a )
h h→ →

+ − + − ′ ′= + = +
0 0

 

محاسبهٔ بالا نشان می دهد که f + g نيز در a مشتق پذير است و مشتق آن مجموع مشتق های f و g در a است. بنابراين قضيه 
زير برقرار است.

قضيه:
و  است  مشتق پـذيـر   a در  نيز   f+g تـابع  بـاشند،  a    مشتق پـذيـر  مـانند  نـقطه ای  در   g f  و  تـابع  دو  اگـر 

′ ′ ′+ = +( f g ) ( a ) f ( a ) g ( a )

n n n n

x a

( x a )( x x a xa a )lim
x a

− − − −

→

− + + + +
=

−

1 2 2 1�                              

n n n n n n n n
x a
lim ( x x a xa a ) a a a na− − − − − − − −

→
= + + + + = + + + =1 2 2 1 1 1 1 1� …  

. f ( x )
x

′ =
1

2
f در مثال های قبل ديديم که برای هر مقدار مثبت x داريم  ( x ) x= ۳ــ اگر 

فعاليت 4
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y را در يک عدد مثبت x حساب می کنيم. x x= +3 ١: مشتق تابع 
( x x ) ( x ) ( x ) x

x
′ ′ ′+ = + = +3 3 2 1

3
2

 

xy را در يک عدد ناصفر x حساب می کنيم.
x
+

=
5 1 ٢: مشتق تابع 

 x( ) ( x ) ( x ) ( ) x
x x x x
+ ′ ′ ′ ′= + = + = −

5
4 4 3

2
1 1 1 1

4
 

x را در يک عدد مثبت a حساب کنيد. xy
x

−
= ١ــ مشتق تابع 

 a ٔنيز در نقطه cf عدد دلخواهی باشد، با محاسبه نشان دهيد تابع c باشد و a ٔتابع مشتق پذيری در نقطه f ۲ــ اگر
. ( cf ) ( a ) cf ( a )′ ′= مشتق پذير است و 

و  است  مشتق پذير   a در  نيز   f-g تابع  دهيد  نشان  باشند،  مشتق پذير   a مانند  نقطه ای  در   g و   f تابع  دو  ۳ــ  اگر 
. ( f g ) ( a ) f ( a ) g ( a )′ ′ ′− = −

۴ــ برای سه تابع  f  و g و k که همگی در نقطه ای مانند a مشتق پذيرند، نشان دهيد f + g + k نيز در a مشتق پذير 
نيز  توابع  از  بيشتری  تعداد  جمع  برای  تساوی  اين  آيا   . ( f g k ) ( a ) f ( a ) g ( a ) k ( a )′ ′ ′ ′+ + = + +   و  است 

درست است؟

مهم  سؤال  يک  است.  پذير  مشتق   a در  نيز   f + g تابع  باشند،  پذير  مشتق   a مانند  نقطه ای  در   g و   f تابع  دو  اگر  که  ديديم 
مشتق پذير   a در   fg که  باشد  اين  حدس  اولين  شايد  بود؟  خواهد  چه  آن  مشتق  و  است  مشتق پذير   a در  نيز   fg آيا  که  است  آن 
تابع  دو  برای  مثلاً  کنيد.  مشاهده  می توانيد  مثال  يک  در  را  تساوی  اين  نادرستی  اما   . ( fg ) ( a ) f ( a )g ( a )′ ′ ′= و  است 

f نادرستی آن تساوی را بررسی کنيد. برای يافتن مشتق تابع fg در a بهتر است مستقيماً آن را محاسبه کنيم. ( x ) , g( x ) x= =1

 →

−′ =
−x a

f ( x )g( x ) f ( a )g( a )( fg ) ( a ) lim
x a

 

→

− + −
=

−x a

f ( x )g( x ) f ( a )g( x ) f ( a )g( x ) f ( a )g( a )lim
x a

 

→

− + −
=

−x a

( f ( x ) f ( a ))g( x ) f ( a )( g( x ) g( a ))lim
x a

 

مثال

تمرين در كلاس
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→

− −
= +

− −x a

f ( x ) f ( a ) g( x ) g( a )lim g( x ) f ( a )
x a x a

 

x a x a x a

f ( x ) f ( a ) g( x ) g( a )lim lim g( x ) f ( a ) lim
x a x a→ → →

− −
= +

− −
 

f ( a )g( a ) f ( a )g ( a )′ ′= +  
اين محاسبه نشان می دهد که قضيهٔ زير برقرار است.

قضيه:
و  است  a مشتق  پذير  در  نيز    fg تابع  باشند،  مشتق پذير   a مانند  نقطه ای  در   g و   f تابع  دو  اگر 

′ ′ ′= +( fg ) ( a ) f ( a )g( a ) f ( a )g ( a )

x را در يک عدد مثبت  x حساب می کنيم. x3 ۱: مشتق تابع 
( x x ) ( x ) x x ( x ) x x x

x
′ ′ ′= + = +3 3 3 2 3 1

3
2

 را در يک عدد ناصفر x حساب می کنيم.
x2
1 ٢: مشتق تابع  

( ) ( . ) . .
x x x xx x x x

− − −′ ′= = + =
2 2 2 3

1 1 1 1 1 1 1 2

دهيد  نشان  تابع  دو  حاصلضرب  مشتق  فرمول  از  استفاده  با  باشد،  مشتق پذيری  تابع    f(x)اگر ١ــ 
. در حالت کلی تر(با استقرا) برای يک عدد طبيعی n نشان دهيد: ′ ′=(( f ( x )) ) f ( x ) f ( x )2 2

−′ ′=n n(( f ( x )) ) nf ( x ) f ( x )1

داريم  دهيم  تشکيل  را   f ( x )k( x ) g( x )= تابع   بتوانيم  و  باشند  مشتق پذيری  توابع    g(x) و    f(x) اگر  ۲ــ 
. با فرض آن که می دانيم k(x) تابعی مشتق پذير است، با استفاده از فرمول مشتق حاصلضرب  k( x )g( x ) f ( x )=

دو تابع نشان  دهيد:
f ( x )g( x ) g ( x ) f ( x )k ( x )

g ( x )
′ ′−′ =

2

در مسائل آخر اين بخش ثابت خواهيد کرد که k(x) حتماً مشتق پذير است. 

مثال

تمرين در كلاس



١٧٤

فصل 5 حسابان

١ــ مشتق توابع زير را در يک نقطه دلخواه حساب کنيد.
y ( x x )( x x )= − − − +3 2 1 5 y    ب)  x

x
= − −4

4

1
3 الف) 

xy
x

=
+2

y   هـ)  
x

=
−3
2

1
د)      y ( x )( x )( x x )= + − + +22 1 4 3 5 ج)  

)y را معين کنيد که مماس بر نمودار تابع در اين نقاط موازی  x ) x x= − −3 2 6 ٢ــ نقاطی از نمودار تابع 
نيمساز ربع اول و سوم باشد. در چند نقطه اين اتفاق می افتد؟

)y را رسم کنيد. به کمک مشتق تابع معين کنيد در چه نقاطی از اين  x ) x x= − + +24 16 ۳ــ  نمودار تابع 1
نمودار، مماس بر نمودار تابع موازی محور x ها است. در چند نقطه اين اتفاق می افتد؟ اين نقطه چه ويژگی خاصی 

دارد؟
۴ــ نمودار تابع y = x٢ را رسم کنيد. اگر خط دلخواهی را که موازی محور y ها نيست  به موازات خود در 
صفحه بالا و پايين ببريم آيا جايی پيدا می شود که خط جا به جا شده بر نمودار اين تابع  مماس شود؟ در چند نقطه اين 
اتفاق می افتد؟ جواب را از طريق هندسی حدس بزنيد و حدس خود را با محاسبات جبری ثابت کنيد. همين مسئله را 

)y تکرار کنيد. x ) x= برای تابع 
۵  ــ نقطه ای در صفحه بيابيد که از آن نقطه دو خط مماس بر سهمی y = x٢ بتوان رسم کرد و اين خط ها بر هم عمود 

باشند. اين مسئله چند جواب دارد؟ مجموعه جواب های اين مسئله را ترسيم کنيد.

مثال

حساب می کنيم. x xf را در يک مقدار دلخواه 1≠ ( x )
x

=
−

2

1
۱: مشتق تابع 

2 2 2 2

2 2 2

1 1 2 1 2

1 1 1

( x ) ( x ) ( x ) x x( x ) x x xf ( x )
( x ) ( x ) ( x )

′ ′− − − − − −′ = = =
− − −

 

را حساب می کنيم. xf ( x )
x

=
+1

۲: تابع مشتق تابع 

(           )2

1
1

1 1 2 12 1
1 2 1 11

x x
( x ) x ( x ) x ( x ) xxf ( x )

x ( x ) xx

+ −
′ ′+ − + + −+′ = = =

+ + ++
 
 

= +
+ +

2
2 1 1

x
( x ) x  

مسائل
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0
)(tx

٦ ــ اگر f تابعی باشد که در يک همسايگی نقطه a تعريف شده باشد و ناصفر باشد و f در a مشتق پذير باشد، با استفاده 

. نتيجه بگيريد که برای دو تابع f و g که در  f ( a )( ) ( a )f f ( a )
′′ = −
2

1 f نيز در a مشتق پذير است و 
1 از تعريف نشان دهيد که 

f در a مشتق پذير است.
g

a مشتق پذيرند و g(a) ≠ ۰، تابع 

. با فرض آن که می دانيمf(x)  تابعی  kf ( x ) x=( ) k روی دامنه (∞,۰) داريم kf ( x ) x x= =
1

۷ــ  برای تابع 

.
1

11 kf ( x ) x
k

−
′ = مشتق پذير است، با محاسبهٔ مشتق طرفين ثابت کنيد 

)ry که روی اعداد مثبت تعريف  x ) x= r عدد گويای مثبتی باشد به کمک مسئلهٔ قبل نشان دهيد تابع  ۸  ــ اگر
دست  به  هم  منفی  گويای  اعداد  برای  را  رابطه  اين  درستی  سپس   . ry ( x ) rx −′ = 1 و  است  پذير  مشتق  است،  شده 

آوريد.
y را حساب کنيد. x x= −3 46 3 ۹ــ مشتق تابع 

آهنگ تغييرات

فعاليت 5

  x( t) در مکان t حرکت    می کند. يعنی متحرک در لحظه x( t ) t t= −2 متحرکی روی محور xها طبق ضابطهٔ
قرار دارد. x(t) را تابع حرکت متحرک می نامند.

۱ــ لحظه t۰ را به طور ثابت در نظر بگيريد. سرعت متوسط متحرک بين دو زمان t۰ و h ) t۰ + h عددی ناصفر 
و کوچک) را بنويسيد.

۲ــ با نزديک کردن h به صفر مقدار بالا به چه عددی نزديک می شود؟
۳ــ عدد بالا با مشتق تابع x(t) چه رابطه ای دارد؟

۴ــ سرعت اين متحرک در هر لحظه با مشتق تابع  x(t) چه رابطه ای دارد؟

 t h+0 اگر متحرکی روی يک محور طبق تابع حرکت x(t) حرکت کند، سرعت متوسط آن بين دو لحظه t۰  و 
برابر است با 

x( t h ) x( t )
h

+ −0 0
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با نزديک کردن h به صفر، اگر کسر بالا به عددی نزديک شود، اين عدد همان سرعت لحظه ای متحرک در لحظهٔ t0 است. از 

طرف ديگر، اين عدد همان حد کسر بالا در h =۰ است که قبلاً آن را مشتق x(t) در t۰ ناميده ايم. بنابراين: 
قضيه:

. ′x ( t ) اگرx(t) تابع حرکت متحرکی روی محور باشد، سرعت آن در هر لحظه t برابر است با 

ttty 5 10)(

ty )(

2 +=

y

t
21

نمودارy(t)  نشان می دهد که سيب در لحظه های صفر و ۲ در زمين قرار دارد و بين اين دو لحظه از زمين به 
طرف بالا رفته و پس از مدتی به زمين برگشته است. دامنه اعتبار تابع y(t) فاصله [٠,٢] است، زيرا خارج از اين فاصله 

حرکت سيب با اين تابع انجام نمی شود. 
سرعت   ، y ( )′ =0 10  که  آنجا  از  است.   y ( t ) t′ = − +10 به صورت10 دلخواه   لحظه  يک  در   y(t) مشتق 
سيب در شروع حرکت ۱۰ متر بر ثانيه است. با افزايش t مقدار y'(t) کم می شود تا در لحظه t = ۱ صفر می شود. يعنی 

سيب در اين لحظه يک ايست آنی دارد. اين همان لحظه ای است که سيب به  بالاترين ارتفاع خود رسيده است.
 برای y'(t) ،۱< t   منفی می شود که به معنای آن است که سيب رو به پايين در حال حرکت است. از آنجا که 
پايين   به  رو  حرکت  جهت  ولی  است  ثانيه  بر  متر   ۱۰ همان  زمين  با  برخورد  موقع  در  سيب  سرعت   ، y ( )′ = −2 10

است.

مثال: اگر سيبی را در راستای عمودی به بالا پرتاب کنيم، ابتدا رو به بالا حرکت می کند و سپس به زمين باز 
)y باشد. t را بر حسب ثانيه وy(t) را بر حسب  t ) t t= − +25 10 می گردد. تابع حرکت اين سيب می تواند به شکل

متر در نظر بگيريد.

کنيد.  توصيف  متحرک را  حرکت  شيوهٔ  صورت x(t)=۱ است.  محورxها به  متحرکی روی  حرکت  تابع  ١ــ 
سرعت حرکت متحرک در هر لحظه چقدر است؟ مشتق x(t) در هر لحظه چقدر است؟

مثال

تمرين در كلاس



١٧٧

فصل 5 مشتق توابع

۲ــ  تابع حرکت متحرکی روی محور x ها به صورت x(t) = ۲t + ۱ است. شيوهٔ حرکت متحرک را توصيف 
کنيد. سرعت حرکت متحرک در هر لحظه چقدر است؟ مشتق  x(t)در هر لحظه چقدر است؟

است. با رسم  x( t ) t t= − + +2 4 ٣ــ تابع حرکت متحرکی روی محور xها در فاصله زمانی [۰,۴] به صورت 1
نمودار اين تابع، شيوهٔ حرکت متحرک را توصيف کنيد. با استفاده از مشتق گيری تعيين کنيد سرعت متحرک در هر 
لحظه چقدر است. متحرک حداکثر چقدر از مبدأ فاصله می گيرد؟ سرعت متحرک در نقطه ای که حداکثر فاصله از 

مبدأ را دارد چقدر است؟
۴ــ  تابع حرکت متحرکی x(t) است. واحد زمان را  ثانيه و واحد مکان را متر در نظر بگيريد. نمودار x(t) در 
شکل زير داده شده است. چگونگی حرکت اين متحرک را از لحاظ مدت زمان حرکت و مکان هايی که رفته است و 

سرعت آن توصيف کنيد. 
الف) از چه نقطه ای حرکت شروع شده است و در چه نقطه ای حرکت پايان يافته است؟ 

ب) در چه نقاطی سرعت صفر شده است و جهت حرکت تغيير کرده است؟
ج) چند بار در مبدأ قرار گرفته است و در چه زمان هايی قرار گرفته است؟ 

د) حداکثر فاصله آن از مبدأ در چه زمانی رخ داده است و اين فاصله چقدر بوده است؟

)(tx

t
o5

321

5/1

3

5/1

در يکی از مثال ها ديديم که اگر سيبی را در راستای عمودی به بالا پرتاب کنيم، ابتدا رو به بالا حرکت می کند و سپس به زمين 
باز می گردد. تابع حرکت اين سيب را به صورت y(t) = -۵t۲ + ۱۰t در نظر گرفته بوديم که t برحسب ثانيه و y(t) برحسب متر بوده 

است.

y

ttty 105)( 2 +=

y

t
21
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t سيب در چه ارتفاعی از سطح زمين قرار دارد؟ =2
3
2

t و  =1
1
2

۱ــ در دو لحظه 
۲ــ  سرعت سيب را در اين دو لحظه حساب کنيد. چرا علامت سرعت در اين دو لحظه متفاوت است؟

۳ــ علامت سرعت با افزايش يا کاهش ارتفاع سيب چه رابطه ای دارد؟
۴ــ  اندازهٔ سرعت در لحظه  t  =۱ از بقيه لحظات کمتر است و صفر است و اندازهٔ سرعت در لحظات صفر و ۲ 

از بقيه لحظات بيشتر است. اندازهٔ سرعت با چگونگی افزايش يا کاهش ارتفاع سيب چه رابطه ای دارد؟

)y و چند خط مماس بر آن رسم شده است. x ) x= − 24 در زير نمودار تابع

y است. درx های منفی مشتق تابع، مثبت است که يعنی شيب خط مماس مثبت است. اين  ( x ) x′ = −2 مشتق اين تابع به صورت 
نکته نشان دهنده آن است که در اين نقاط، تابع در حال افزايش است و صعودی است. البته هر چه به نقطه به طول صفر نزديک می شويم 
اندازهٔ مشتق کم می شود که به معنای آن است که ميزان افزايش يا صعود تابع کم می شود. در x  های مثبت مشتق تابع، منفی است که يعنی  
شيب خط مماس منفی است. اين نکته نشان دهنده آن است که در اين نقاط، تابع در حال کاهش است و نزولی است. هر چه در اعداد مثبت 
مقدارهای x بزرگتری انتخاب کنيم مشتق تابع هم چنان منفی است ولی از لحاظ اندازه بزرگتر می شود. اين به معنای آن است که ميزان کاهش 

و نزول تابع مرتباً در حال افزايش است.
 نکته:

نامنفی بودن مشتق يک تابع در يک بازه به معنای آن است که تابع در آن بازه صعودی است و اندازهٔ مشتق در 
نقاط آن بازه نشان می دهد شدت صعود تابع در آن نقاط چقدر است.

نامثبت بودن مشتق يک تابع در يک بازه به معنای آن است که تابع در آن بازه نزولی است و اندازهٔ مشتق در نقاط آن بازه 
نشان می دهد شدت نزول تابع در آن نقاط چقدر است.

y

t

فعاليت 6
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است   [۰,∞) بازه  آن  دامنهٔ  که   y x= تابع  برای   :١

. مقدار مشتق مثبت است، پس تابع همواره  y
x

′ =
1

2
داريم 

در حال افزايش است ولی با افزايش x مقدار مشتق کم می شود 
و اين به معنای آن است که شدت افزايش تابع در حال کم شدن 

است.
نمودار بالا نيز اين مطلب را به خوبی نشان می دهد که اگرچه تابع در حال افزايش است اما شدت افزايش در 

حال کاهش است.

y را روی بازه (∞,۰) در نظر می گيريم. مشتق اين 
x

=
1 ٢: تابع 

y است و مقدار آن همواره منفی است. پس 
x

′ = −
2

1 تابع به صورت 
اين تابع همواره نزولی است. برای x    های نزديک صفر مقدار مشتق از 
لحاظ قدر مطلق بسيار بزرگ است، يعنی برای x    های نزديک صفر تابع 
به شدت در حال نزول است. ولی برای x    های بزرگ مقدار مشتق منفی 
و بسيار کوچک می شود، يعنی تابع در حال نزول است ولی بسيار آهسته 

نزول می کند. نمودار تابع اين حقيقت را به خوبی نشان می دهد.

است.  S( r ) r= π 2 مساحت يک دايره تابعی از شعاع آن است. دايره به شعاع  r    دارای مساحت 
١ــ اگر دايره ای به شعاع ۲ سانتی متر داشته باشيم و شعاع آن را h سانتی متر 

افزايش دهيم، مساحت آن چقدر افزايش می يابد ( بر حسب h به دست می آيد)؟

۲ــ نسبت افزايش مساحت دايره به افزايش شعاع چقدر است؟ اين مقدار را آهنگ تغييرات متوسط مساحت 
دايره بين دو شعاع ۲ و h +۲ می نامند.

2

h

فعاليت 7

مثال
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چه  به  می کنيم  نزديک  به   صفر  را   h وقتی   ۲+ h و   ۲ شعاع  دو  بين  دايره  مساحت  متوسط  تغييرات  آهنگ  ۳ــ 
عددی نزديک می شود؟ اين عدد را آهنگ تغييرات مساحت دايره نسبت به شعاع، در شعاع ۲ سانتی متر می نامند.

۴ــ آهنگ تغييرات مساحت دايره نسبت به شعاع، با مشتق S (r) چه رابطه ای دارد؟

اگر کميتی مانند A تابعی از کميت ديگری مانند r باشد و اين تابع را به صورت A (r)  نشان دهيم،  يک سؤال مهم اين است که 
تغييرات در مقدار r  چه مقدار تغييرات در A ايجاد می کند؟ نسبت افزايش مقدار A(r) به افزايش مقدار r چقدر است؟

اگر مقدار کميت r برابر r٠ باشد و آن را h واحد افزايش دهيم، مقدار A از ( r٠)A به (h+r٠)A تغيير می کند و نسبت افزايش 
مقدار A به افزايش مقدار r برابر است با:

+ −0 0A( r h ) A( r )
h

 
اين کسر را آهنگ تغييرات متوسط کميت A به کميت r در  دو مقدار r٠ و h+r٠ می نامند. حد اين کسر  در h =۰ را آهنگ 

تغييرات کميت A به کميت r در r = r٠ می نامند که همان مشتق تابع A(r) در r٠ است.

w

0w
w

C

 wدر نقطه به طول ٠ C(w) همان شيب خط مماس بر نمودار تابع wدر ارتفاع ٠ w نسبت به C آهنگ تغييرات
است. اندازه اين شيب نشان می دهد که برای اضافه کردن يک واحد به ارتفاع برجی که ارتفاع آن w٠ است،  تقريباً 

چقدر بايد هزينه شود.
از  برج  بالا بردن  هزينه  يعنی  است،  کم  مماس  خط  شيب   ،w٠ کم  مقدارهای  برای  می شود  ديده  همان طور که 
ارتفاع های پايين زياد نيست. ولی با زياد شدن w٠ شيب خط مماس زياد می شود، يعنی هر چه ارتفاع برج بالاتر می رود 

هزينه اضافه کردن ارتفاع برج هم بالاتر می رود.

داريم  دهيم  نشان   P با  را  محيط  و   S با  را  مساحت  اگر  است.  آن  محيط  از  تابعی  دايره ای  هر  مساحت   :۱
با   است  برابر   ۳π به  محيط  دايره ای  برای  آن  محيط  به  نسبت  دايره  مساحت  تغييرات  آهنگ   . =

π
21

4
S( P ) P

 
. ′ π =

3
3

2
S ( ) ، خواهيم داشت  ′ =

π
1
2

S ( P ) P .  از آنجا که  ′ π3S ( )

۲: هزينهٔ ساخت هر برجی تابعی از ارتفاع آن برج است. هزينه را با C و ارتفاع را با w نشان می دهيم و فرض 
کنيد تابع C(w) نموداری به شکل زير داشته باشد.

مثال
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برای  آن  به  مساحت  نسبت  را  دايره  محيط  تغييرات  آهنگ  است.  آن  مساحت  از  تابعی  دايره ای  هر  محيط  ١ــ 
دايره ای به مساحت π حساب کنيد.

٢ــ بادکنکی کروی توسط تلمبه ای در لحظه t =۰ شروع به باد شدن می کند. هر ثانيه ۴ سانتی  متر مکعب هوا وارد 
بادکنک می شود. حداکثر حجمی که اين  بادکنک تحمل می کند   π ۴۵۰۰ سانتی متر مکعب است.

الف) آهنگ تغييرات شعاع بادکنک نسبت به زمان در هر لحظه چقدر است؟
ب) آهنگ تغييرات مساحت سطح بادکنک نسبت به زمان در هر لحظه چقدر است؟

ج) آهنگ تغييرات شعاع بادکنک نسبت به سطح بادکنک (در هر مقداری از سطح بادکنک) چقدر است؟
د) در آخرين لحظه که بادکنک می ترکد، آهنگ تغييرات سطح بادکنک نسبت به شعاع بادکنک چقدر است؟

متوقف   می شود.  که   تا   اين  می کند  ترمز   t =۰ لحظه  در  است  حرکت  حال  در  ثابت  سرعتی  با  که  ماشينی  ٣ــ 
فاصله مکان ماشين از نقطه ای که ترمز گرفته است را با s نشان می دهيم. فرض کنيد s (برحسب متر) به عنوان تابعی از 

)s باشد. t ) t t= − 25
25

2
t (برحسب ثانيه) به صورت 

الف) نمودار s(t) را رسم کنيد و دامنه اعتبار آن را مشخص کنيد.
ب) سرعت ماشين در لحظه شروع ترمز چقدر بوده است؟

ج) سرعت ماشين پس از چند ثانيه صفر می شود؟
د) ماشين از شروع ترمز چند متر را طی می کند تا متوقف شود؟

۴ــ مدرسه علی در انتهای خيابانی است که خانه علی در آن خيابان است. علی موقع رفتن به  مدرسه ممکن است 
راه برود يا بدود يا برای ديدن مغازه ها بايستد يا به عقب برگردد يا برای به موقع رسيدن سوار ماشين شود. نمودار حرکت 
يکی از روزهايی که علی به مدرسه رفته است به شکل صفحهٔ بعد است. واحد زمان را دقيقه و واحد مکان را ۱۰۰متر 

در نظر بگيريد.

۱ــ آهنگ تغييرات مساحت يک مربع را نسبت به محيط آن برای مربعی که محيط آن ۸ واحد است به دست 
آوريد.

۲ــ  آهنگ تغييرات محيط يک مربع را نسبت به مساحت آن برای مربعی که مساحت آن ۴ واحد است به دست 
آوريد.

۳ــ آهنگ تغييرات مکان متحرکی که روی يک محور حرکت می کند نسبت به  زمان چه معنايی دارد؟

تمرين در كلاس

مسائل
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)100 (
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3

t
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1

۵  ــ با توجه به نمودار بالا به سؤالات زير پاسخ بگوييد.
الف) فاصله مدرسه علی تا خانه او چقدر است و چقدر طول کشيده است تا علی به مدرسه برسد؟

ب) در دو دقيقه اول حرکت سرعت حرکت علی چقدر بوده است؟
ج) در دو دقيقه دوم حرکت احتمالاً علی چکار می کرده است؟

د) در دقايق بين ۴ و ۵ علی با چه سرعتی و در چه جهتی حرکت می کرده است؟ در حال دويدن بوده است يا 
راه رفتن؟

هـ) در دقايق بين ۵ و ۷ علی کجا بوده و احتمالاً چه می کرده است؟
و) در بين دقايق ۷ و ۹ حدوداً سرعت حرکت او چقدر بوده است و احتمالاً علی چه عملی انجام داده است؟

ز) بين دقايق ۹ و ۱۰ علی کجا بوده است و احتمالاً چه می کرده است؟

مشتق توابع مثلثاتی
اگر تابع حرکت متحرکی روی محور xها به صورت x(t)=sin t باشد، اين متحرک يک حرکت تناوبی حول مبدأ 
دارد و مرتباً به جلو و عقب حرکت می کند. سرعت اين متحرک نيز حالت تناوبی خواهد داشت و مرتباً در حال افزايش 

و کاهش و تغيير جهت است. برای تشخيص چگونگی سرعت اين متحرک بايد مشتق تابع sin x را محاسبه کنيم. 

h h

h hsin cos( x )sin( x h ) sin x(sin x ) lim lim
h h→ →

++ −′ = =
0 0

2
2 2  

→ →
= + = =

h h

hsin hlim lim cos( x ) .cos x cos xh0 0

2 1
2

2

 

π می توانيم مشتق تابع cos x را نيز محاسبه کنيم.
= −cos x sin( x )

2
به کمک تساوی 

(cos x ) (sin( x )) ( sin( x ) ) cos( x ) sin xπ π π′ ′ ′= − = − − = − − = −
2 2 2
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۱ــ نشان دهيد مشتق تابع tan x در هر نقطه از دامنه اش به شکل زير است.

(tan x ) tan x
cos x

′ = = + 2
2

1
1

٢ــ نشان دهيد مشتق تابع cot x در هر نقطه از دامنه اش به شکل زير است.

(cot x ) ( cot x )
sin x
−′ = = − + 2
2

1
1

٣ــ مثلثی ساخته ايم که طول دو ضلع آن ۳ و ۴ است و زاويه بين آن ها را مقدار 
متغير α قرار می دهيم. 

دست  به   α ٠ زاويهٔ  در  را   a به  نسبت  مثلث  اين  مساحت  تغييرات  آهنگ  الف) 
آوريد. 

ب) در کدام زاويه ها آهنگ تغييرات منفی است و معنای آن چيست؟ 
ج) در کدام زاويه ها آهنگ تغييرات مثبت است و معنای آن چيست؟

د) در کدام زاويه آهنگ تغييرات صفر است و در اين زاويه مساحت مثلث به دست آمده چه ويژگی دارد؟

3

4

١: مشتق تابع y(x)=sinx (۱ + cosx)  را حساب می کنيم.

  y ( x ) (sin x ) ( cos x ) sin x( cos x )′ ′ ′= + + +1 1
 

cos x( cos x ) sin x( sin x ) cos x cos x sin x= + + − = + −2 21  
)xsinxy را حساب می کنيم. x )

sin x cos x
=

+
۲: مشتق تابع 

( xsinx ) (sin x cos x ) (sin x cos x ) x sin xy ( x )
(sin x cos x )

′ ′+ − +′ =
+ 2

 

( sinx xcos x )(sin x cos x ) (cos x sin x )x sin x
sin x cos x sin xcos x

+ + − −
=

+ +2 2 2
                  

sin x sin xcos x xcos x sin x xcos x xcos x sin x x sin x
sin x

+ + + − +
=

+

2 2 2

1 2
      

sin x sin xcos x x
sin x

+ +
=

+

2

1 2
                                                                      

      

مثال

تمرين در كلاس
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١ــ مشتق توابع زير را حساب کنيد.

 y(x)=sin٣٢x (ج       xy( x ) xtan=
2

ب)   y(x)=sin۳x  (الف
x sin xy( x )

cos x
−

=
+

2 2

21
tan  و)  xy( x )

tan x
=

+1
هـ)   sin xy( x )

x
= د) 

٢ــ مشتق تابع y = cosx  را مستقيماً از طريق تعريف به دست آوريد.
۳ــ نمودار تابع y = sinx با چه زاويه ای از مبدأ می گذرد (زاويه خط مماس بر نمودار تابع نسبت به محورxها)؟  

نمودار تابع tan x با چه زاويه ای از مبدأ می گذرد؟ 
۴ــ در چه نقاطی خط مماس بر نمودار تابع y(x) = sin۳x موازی محور xها است.

موازی     y =۳x-۱خط با  که  کرد  رسم  مماسی  خط   y(x) = sin x + cos x تابع  نمودار  بر  می توان  آيا  ۵  ــ 
باشد؟

خط    y(x)=tan۳x تابع  نمودار  بر  بتوان  تا  باشد  داشته  می تواند  مقدارهايی  چه   m, y = mx+۲ خط  در  ۶  ــ 
مماسی رسم کرد که با آن موازی باشد.

٧ــ تابع حرکت متحرکی روی محور  xها به صورت ۲sin۲t+١ = x(t) است. چگونگی حرکت اين متحرک را 
توصيف کنيد. در چه نقاطی روی محور x ها اين متحرک ايست آنی دارد؟ در چه نقاطی اين متحرک بيشترين سرعت 

را دارد و مقدار اين سرعت چقدر است؟

مشتق تابع وارون و توابع مرکب

مشتق يک تابع وارون پذير و مشتق وارون آن چه رابطه ای با هم دارند؟

نمودار يک تابع و وارون آن نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه يکديگرند، پس مماس های بر  اين دو نمودار در نقاط متناظر 
نيز قرينه هم خواهند بود و شيب های آن ها رابطه مشخصی با هم خواهند يافت. برای يافتن اين رابطه در فعاليت زير در حالتی خاص 

اين رابطه را جستجو می کنيم.

حل يك مسئله

مسائل
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روی دامنهٔ (∞,۱] تعريف شده است و صعودی است. وارونf(x)  تابع g(x) = x۲+۱ با  f ( x ) x= تابع 1−
دامنهٔ (∞,۰] است. 

)B روی نمودار g را  , )2 5 )A روی نمودار f  و نقطهٔ  , )5 2 ۱ــ نمودارهای اين دو تابع را رسم کنيد و نقطهٔ
مشخص کنيد.

۲ــ وضعيت خط های مماس بر نمودارهای اين دو تابع در اين نقاط نسبت به  نيمساز ربع اول و سوم چگونه 
است؟ شيب های اين دو خط مماس چه رابطه ای با هم دارند؟

آيا برای نقاط ديگر هم چنين رابطه ای وجود دارد؟ چه حدسی می زنيد؟ حدس خود را ثابت کنيد. ۳ــ  

نقطه ای از نمودار  A( a , b ) فرض کنيد f(x) تابعی وارون پذير و مشتق پذير باشد و وارون آن را با g(x) نشان دهيم. فرض کنيد
)B نقطه ای از نمودار g خواهد بود که در شکل زير نمايش داده شده اند. b , a ) ، در اين صورت  =( f ( a ) b f  باشد(

A

B

a

a

)(xf

)(xg

نقطهٔ در   g نمودار  بر  مماس  خط  می شود  باعث  نکته  اين  است.  سوم  و  اول  ربع  نيمساز  به  نسبت   f نمودار  قرينه   g نمودار 
شود. در فصل دوم ديديم که شيب های اين دو خط وارون يکديگرند.  A( a , b ) )B نيز قرينه خط مماس بر نمودار در نقطهٔ b , a )

اما شيب های اين دو خط f  '  (a) و  g'  (b) هستند، بنابراين 
g ( b )

f ( a ) f ( g( b ))
′ = =

′ ′
1 1  

. f ( a )′ اين نتيجه نشان می دهد که بايد 0≠
)A موازی محور x ها خواهد بود و در نتيجه خط مماس بر نمودار  a , b ) f ، خط مماس بر نمودار f  در نقطهٔ  ( a )′ اگر 0=
)B موازی محور yها خواهد بود که به معنای آن است که g در b مشتق پذير نيست. به طور کلی قضيه زير برقرار  b , a ) g در نقطهٔ 

است.

فعاليت 8
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تابع  آن  وارون  است و  ناصفر  مشتق  با  مشتق پذير  وارون پذير و  صعودی و  دامنهٔ (∞,۰)  در   f(x)=x k تابع  :١
)kg است.  بنابراين  x ) x=

k k k
g ( x )

f ( g( x )) kg( x ) k x− −
′ = = =

′ 1 1

1 1 1  

f وارون پذير و مشتق  پذير با مشتق ناصفر است و وارون آن خودش است.  بنابراين بايد  ( x )
x

=
1 ٢: تابع 

. درستی اين تساوی را بررسی می کنيم. f ( x )
f ( f ( x ))

′ =
′
1 داشته باشيم 

f ( x ) , f ( f ( x )) x
x ( )

x

′ ′= − = − = − 2
2 2

1 1
1

 

حساب  فرمول  اين  از  استفاده  با  می توانيم  را  آن  مشتق  اما  نباشد  محاسبه  قابل  است  ممکن  وارون  تابع  موارد  از  بسياری  در 
کنيم.

 g ٔمحدود کرده ايم. دامنه ,π π −  2 2
۱ـ ـ  g(x) = sin-1x وارون تابع f(x)=sinx است که دامنهٔ f را به فاصلهٔ 

فاصلهٔ [۱,۱-] است. به کمک فرمول مشتق تابع وارون، ثابت کنيد برای x های در فاصلهٔ (۱,۱-) داريم: 

(sin x )
x

− ′ =
−

1

2

1

1
 

در نقاط x= ±۱ وضعيت مشتق پذيری sin-۱x چگونه است؟
  g ٔمحدود کرده ايم. دامنه [۰, π] ٔرا به فاصله  f ٔاست که دامنه f(x)=cosx وارون تابع g( x ) cos x−= 1 ٢ـ ـ 

فاصلهٔ [۱,۱-] است. به کمک فرمول مشتق تابع وارون، ثابت کنيد برای x  های در فاصلهٔ (۱,۱-) داريم: 

(cos x )
x

− −′ =
−

1

2

1

1
 

مثال

تمرين در كلاس

قضيه:
اگر f تابعی وارون پذير و مشتق پذير با مشتق ناصفر باشد و وارون آن تابع g  باشد، در اين صورت g نيز مشتق پذير 

′ =
′

1g ( x )
f ( g( x ))

است و 
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f را حساب می کنيم. ( x ) sin x cos x− −= +1 1 ١: مشتق تابع 
f ( x )

x x

−′ = + =
− −2 2

1 1
0

1 1  

صفر شدن مشتق اين تابع در همهٔ نقاط به معنای آن است که اين تابع، ثابت است. قبلاً در  فصل سوم ديديم که 

sin x cos x− − π
+ =1 1

2
 

f را حساب می کنيم. ( x ) ( x sin x )sin x−= + 1 ٢: مشتق تابع 

f ( x ) ( x sin x ) sin x ( x sin x )(sin x )− −′ ′ ′= + + +1 1  
x sin x( cos x )sin x

x
− +

= + +
−

1

2
1

1
 

(يعنی،   m1 برابر   a مانند  در  نقطه ای   g صعود  شدت  اگر  است.  صعودی  تابعی  نيز   f0g باشند،  صعودی  تابع  دو   g و    f اگر 
)  ) باشد، شدت صعود f0g  در نقطهٔ  a چه خواهد  m f ( g( a ))′=2 ) و شدت صعود f  در نقطهٔ g(a) برابر m2 (يعنی،  m g ( a )′=1

)′ وجود دارد؟ برای داشتن يک حدس مناسب بهتر است  f g ) ( a )0 f و  ( g( a ))′ g و  ( a )′ بود؟ به عبارت ديگر چه رابطه ای بين 
چند مثال را بررسی کنيم.

و  g ( x )′ f را محاسبه کنيد و با محاسبه  ( g( x )) ، تابع  g( x ) m x= 2 f و  ( x ) m x= 1 ١ــ  برای دو تابع 
، بررسی کنيد که چه رابطه ای بين آن ها وجود دارد. ′( f g ) ( x )0 f و  ( g( x ))′

و   g ( x )′ محاسبهٔ  با  و  کنيد  محاسبه  را   f ( g( x )) تابع   ، g( x ) m x= 2 و    f(x) دلخواه  تابع  برای  ۲ــ  
، بررسی کنيد که چه رابطه ای بين آن ها وجود دارد. ′( f g ) ( x )0 f و  ( g( x ))′

فعاليت 9

مثال

cos  چگونه است؟ x−1 x وضعيت مشتق پذيری  = در نقاط ±1

) محدود کرده ايم.  , )π π
−
2 2

f است که دامنهٔ f  را به فاصلهٔ  ( x ) tan x= )g وارون تابع  x ) tan x−= 1 ۳ــ 
دامنهٔ  g کل IR است. به کمک فرمول مشتق تابع وارون، ثابت کنيد برای هر مقدار x داريم: 

(tan x )
x

− ′ =
+

1
2

1

1  
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 f ( g( x ))′ = و تابع دلخواهg(x) ، تابع f(g(x))  را محاسبه کنيد و با محاسبهٔ g'(x)  و  3f ( x ) x ٣ــ برای تابع 
، بررسی کنيد که چه رابطه ای بين آن ها وجود دارد. ′( f g ) ( x )0 و 

تمام مثال های بالا نشان می دهند که شدت صعود f0g  در نقطه ای مانند a برابر است با حاصلضرب شدت صعود g در a در 
شدت صعود f  در g(a)، به عبارت ديگر:

′ ′ ′=( f g ) ( a ) f ( g( a ))g ( a )0

درستی اين رابطه در حالت کلی قابل اثبات است و قضيهٔ زير برقرار است.
قضيه:

اگر f و g دو تابع مشتق پذير باشند، آن گاه f0g نيز مشتق پذير است و  
′ ′ ′=( f0g ) ( x ) f ( g( x ))g ( x )

sin را حساب می کنيم. x2 ١: مشتق تابع 
. بنابراين sin x f ( g( x ))=2 )g داريم  x ) x= 2 f و ( x ) sin x= اگر قرار دهيم 

(sin x ) f ( g( x ))g ( x ) cos x . x xcos x′ ′ ′= = =2 2 22 2  
sin را حساب می کنيم. x+ 21 ٢: مشتق تابع 

. بنابراين sin x f ( g( x ))+ =21 )g  داريم   x ) sin x= + 21 f و  ( x ) x= اگر قرار دهيم 

′ ′ ′+ = = × =
+ +

sin xcos x( sin x ) f ( g( x ))g ( x ) sin xcos x
sin x sin x

2

2 2

1
1 2

2 1 1  

sin را حساب می کنيم. x+ 21 ۳: مشتق تابع 
. بنابراين sin x f ( g( x ))+ =21 )g  داريم   x ) x= + 21 f  و   ( x ) sin x= اگر  قرار  دهيم 

′ ′ ′ ′+ = = + × +(sin x ) f ( g( x ))g ( x ) cos x ( x )2 2 21 1 1  

  
2× ×

 

مثال
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را حساب کنيد. f ( x ) sin
x

=
1 ۱ــ مشتق تابع 

۲ــ مثلثی ساخته ايم که طول دو ضلع آن ۱ و ۳ می باشد و زاويهٔ بين اين دو ضلع α است که قابل تغيير از صفر 
تا π راديان است. طول ضلع سوم را l بناميد.

       الف)   l را بر حسب α و آهنگ تغييرات l نسبت به α را به دست آوريد. علامت آهنگ تغييرات چيست و 
چه معنايی دارد؟

       ب) α را بر حسب l و آهنگ تغييرات α نسبت به l را به دست آوريد. علامت آهنگ تغييرات چيست و چه 
معنايی دارد؟

       ج) آهنگ تغييرات در (الف) و (ب) چه رابطه ای با هم دارند؟

۱ــ  مشتق توابع زير را حساب کنيد و تعيين کنيد که در کدام نقاط از دامنهٔ خود مشتق پذيری برقرار نيست.

 f ( t ) cos t= 3 ب)   xy( x )
x

=
+

2

21
الف) 

 y( ) tan ( sin )−π
α = + α2 1

3
د)   g( ) tanα = + α51 ج) 

 k( z ) cos z= + +2 21 1 و)   x( t ) t= + + 21 1 هـ) 

صفر  در   x sin xxg( x )
x

 ≠

 =

2 1 0

0 0

تابع  آيا  است؟   مشتق پذير  صفر  در 
 

x sin xxf ( x )
x

 ≠= 
 =

1 0

0 0

تابع  آيا  ۲ــ 

مشتق پذير است؟

f را تعيين کنيد و نشان دهيد اين تابع متناوب است و نمودار آن   را  ( x ) sin (sin x )−= 1 ۳ــ دامنه و برد تابع 
رسم کنيد. اين تابع در چه نقاطی مشتق ناپذير است و مشتق آن  را در بقيهٔ نقاط تعيين کنيد.

رسم  را  مبدأ  به  واصل  خط  تابع  اين  نمودار  روی   ( x, )1 نقطهٔ  از  و  می گيريم  نظر  در  را   y( x ) =1 تابع  ۴ــ 
می کنيم. زاويهٔ اين خط با محور x ها را α می ناميم که تابعی از x است. تابع α(x) و دامنه و بُرد آن را حساب کنيد و 

مشتق α نسبت به  x را حساب کنيد. مقدار α با افزايش x افزايش می يابد يا کاهش؟ علامت مشتق α چگونه است؟
۵  ــ در مثلثی طول دو ضلع آن ۲ و ۴ می باشد و طول ضلع سوم مقدار متغير l می باشد. زاويهٔ مقابل به اين ضلع 

را با α نشان می دهيم.
الف) l تابعی از α است اين تابع را محاسبه کنيد و دامنه و برد آن را بيابيد.

تمرين در كلاس

مسائل
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ب) تابع وارون تابع قسمت (الف) چه چيزی را نشان می دهد؟
ج) مساحت اين مثلث تابعی از α است، اين تابع را حساب کنيد و آهنگ تغييرات آن را به دست آوريد. آهنگ 
تغييرات به ازای چه مقدارهای α مثبت است و معنای آن چيست؟ آهنگ تغييرات به ازای چه مقدارهای α منفی است 
و معنای آن چيست؟ آهنگ تغييرات به ازای چه مقدار α صفر است و مثلث در اين مقدار چگونه است و مساحت آن 

چه ويژگی دارد؟
۶  ــ در شکل زير وتری از دايره به شعاع واحد به طول l رسم شده است که کمانی به زاويهٔ α را از دايره جدا کرده 

است. مساحت قسمت هاشور خورده را با S نشان می دهيم.

l
S

الف) S را بر حسب α و α را بر حسب l و S را بر حسب l حساب کنيد.
ب) آهنگ تغييرات S را نسبت به α و آهنگ تغييرات α را نسبت به l و آهنگ تغييرات S را نسبت به l را حساب 

کنيد.
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تمرين های دوره ای
۱ــ قرار است يک مزرعه مستطيلی شکل برای پرورش گل ساخته شود. برای اين کار ۲۰۰ متر نردهٔ چوبی 
برای محصور کردن اين ناحيه در اختيار داريم. ابعاد اين مستطيل را چقدر در نظر بگيريم تا بزرگترين مساحت ممکن 

برای اين مزرعه را به دست آوريم؟
با طی مراحل زير، اين مسئله را حل کنيد. 

الف)  جدول زير را تکميل کنيد.

ضلع ١٠٠٩٠٨٠٧٠٦٠٥٠٤٠٣٠٢٠١٠٠ يک   x
مستطيل

ضلع ديگر٧٠

S مساحت٢١٠٠

ب)  مساحت اين مستطيل را  به صورت تابعی از x به دست آوريد.
ج)  دامنه و برد اين تابع را به دست آوريد و نمودار آن را رسم کنيد.

د) آيا از روی نمودار می توانيد بزرگترين مساحت ممکن برای مزرعه گل را به دست آوريد؟
ه ـ ) به روش جبری و با کمک ضابطه تابع، بزرگترين مساحت ممکن برای مزرعه را به دست آوريد. 

0   1    2    3    4    5    6    7    8    9   10

2500

2000

1500

1000

500

۲ــ دو هواپيما مطابق شکل صفحهٔ بعد در ارتفاع يکسان در دو مسير عمود برهم، با سرعت ۹۰۰ کيلومتر در 
ساعت در حال حرکت هستند. يک هواپيما ۱۵۰ کيلومتر و هواپيمای ديگر ۲۰۰ کيلومتر از نقطه O فاصله دارند.

الف) پس از ۲۰ دقيقه فاصله بين دو هواپيما چقدر است؟
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200km

150kmo

ب ) فاصله بين دو هواپيما را بر (حسب کيلومتر) به عنوان تابعی از زمان 
(دقيقه) به دست آوريـد. (شکل زمـان t =۰ را نشان می دهد.)

ج) از طريق اين تابع استدلال کنيد که اين دو هواپيما به هم برخورد نخواهند 
کرد.

 h(x) = (f0g)(x)  بنويسيد به  قسمی که f , g را به صورت ترکيب دو تابع مانند h، h(x) = (۲x + ۵)۲ ۳ــ اگر
. g(۰) = ۵ و

۴ــ قيمت معمولی يک کالا x (هزار) تومان است. فرض کنيد:
  f(x) = x - ۴۰۰    ,     g(x) = ۰/۷۵ x

الف) g و f چه چيزی را بر  حسب قيمت کالا توصيف می کنند؟
ب) f0g را بيابيد و توضيح دهيد که f0g چه چيزی را بر حسب قيمت کالا توصيف می کند. 

ج) g0f چه چيزی را بر حسب قيمت کالا توصيف می کند؟
۵  ــ فرض کنيد f و g توابعی از IR به IR هستند و دامنه f شامل برد g است. ثابت کنيد:

الف ) اگر f و g صعودی باشند آنگاه  f0g صعودی است.
ب ) اگر f و g نزولی باشند آنگاه f0g صعودی است.

ج) اگر f صعودی و g نزولی باشد آنگاه f0g نزولی است.
د) برای هر يک از موارد (الف) و(ب) و(ج) مثالی ارائه کنيد.

۶ــ درستی يا نادرستی گزاره های زير را بررسی کنيد.
الف ) اگر f روی بازه [a,b] صعودی باشد، در هيچ نقطه ای محور xها را قطع نمی کند.

ب) اگر f روی بازه [a,b] اکيداً صعودی باشد، حداکثر در يک نقطه محور xها را قطع می کند.
۷ــ تحت چه شرايطی تابع خطی f(x)=ax + b زوج است؟ تحت چه شرايطی فرد است؟

، تابع f0g0h را به دست آوريد. f ( x ) x , g( x ) x ,h( x ) x= − = + = +21 2 3 ۸ ــ اگر 
۹ــ فرض کنيد h(x) = (f(x))۲ + g(x) که توابع f و g ممکن است زوج يا فرد باشند.

الف ) تحت چه شرايطی h حتماً يک تابع زوج می شود؟
ب) تحت چه شرايطی h حتماً يک تابع فرد می شود؟

۱۰ــ الف) فرض کنيد که g يک تابع زوج باشد و h = f0g، آيا  در مورد زوج يا فرد بودن h می توان اظهار نظر 
قطعی کرد؟

ب) اگر g يک تابع فرد باشد و h = f0g، آيا  در مورد زوج يا فرد بودن h می توان اظهار نظر قطعی کرد؟
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ج) اگر f و g دو تابع فرد باشند، در مورد زوج يا فرد بودن f0g چه می توان گفت؟
۱۱ــ فرض کنيد که f (x) روی بازه [۲,۷-] صعودی باشد.

الف) دامنه  تابع y = f (x+۳) را بيابيد و تعيين کنيد روی کدام بازه صعودی است؟
ب) دامنه تابع y = f (x-۴) را بيابيد و تعيين کنيد روی کدام بازه صعودی است؟

ج) در مورد صعودی يا نزولی بودن تابع y = -f(x) چه می توان گفت؟
د) در مورد صعودی يا نزولی بودن تابع y = f(-x) چه می توان گفت؟

)xC داده می شود که در آن   x )
x
+

=
100 5 ۱۲ــ هزينه اجارهٔ در بست يک اتوبوس (برای هر نفر) به وسيله تابع 

x تعداد افراد در يک گروه وC(x)  بر حسب هزار تومان است و داريم: 
{ }x , , ,∈ 12 3 40�   

C -1(x) را به دست آوريد و توضيح دهيد که چه چيزی را نشان می دهد؟ 

۱۳ــ يک سيلندر به شکل استوانه در اختيار داريم که  ارتفاع آن برابر قطر قاعده آن است. شعاع قاعده اين 
سيلندر را با x  نشان می دهيم. 

الف) حجم اين سيلندر استوانه ای شکل را به عنوان تابعی از x به دست آوريد. برای شعاع قاعده ۱۰ متر  حجم 
استوانه چقدر است؟

ب) V  -1(x) را به دست آوريد و معنای آن را توصيف کنيد. 
است  ساده تر  که  فرمول ها  از  يک  هر  استفاده از  با  باشيم،  داشته  نياز  ۱۰۲۴مترمکعب   π حجمی برابر  اگر  ج) 

شعاع را بيابيد.  
۱۴ــ درستی يا نادرستی عبارات زير را بررسی کنيد. 

الف) يک تابع زوج می تواند وارون پذير هم باشد.
ب) اگر f روی بازه [۵ , ۰] صعودی باشد f   -۱ روی بازه [f (۰) , f (۵)] صعودی است. 

ج) اگر g  روی بازه [۵ , ۰] نزولی باشد، g-۱ روی بازه [g (۵) , g(۰)] نزولی است. 
د) اگر f و g  وارون يکديگر باشند ، دامنه آن ها با هم برابر است. 

f = f -۱ داريم d , b , a را بيابيد. تحت کدام شرايط برای ax bf ( x ), f ( x )
x d

− +
=

+
1 ۱۵ــ اگر 

۱۶ــ وزن ايده آل w برای مردان (برحسب کيلوگرم) به عنوان تابعی از قد h  (بر حسب سانتی متر) به صورت 
تقريبی از رابطه w(h) = ۰/۹h -۸۸ به دست می آيد. 

الف) وزن ايده آل برای يک مرد ١٧٠ سانتی متری چقدر است ؟ 
ب) h را به عنوان تابعی از w به دست آوريد. اين تابع چه چيزی را نشان  می دهد؟ 

ج) با نشان دادن w(h(b)) = b , h(w(a)) = a  ثابت کنيد که w(h) , h(w) وارون يکديگرند. 
د)  قد ايده آل مردی که وزن او ٨٠ کيلوگرم است چند سانتی متر است. 

( رابط وزن ايده آل برای زنان به صورت w(h) = ۰/۹h - ۸۲/۵ است. ) 
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۱۷ــ توابعی مانند g و f بيابيد که برای آن ها داشته باشيم

  (f0g)(x) = (g0f )(x) = x  
 

۱۸ــ در هر يک از حالت های زير تابع خطی f (x) = ax + b را به گونه ای به دست آوريد که شرط خواسته 
شده برقرار گردد.

f (۱ - x) = ۵x + ۱ (ب                                       f (f(x)) = ۴x + ۳ (الف
f (۲x + ۳) = ۳x -۲ (ج

≥d داده  ≤2 ۱۹ــ تعداد باکتری ها در يک غذای منجمد با تابع n (d) = ۲۰d۲ - ۸۰d + ۵۰۰ با شرط14
≥d(t) = ۴t +۲ ، t داده  ≤0 3 تابع  خارج می شود دما با  انجماد  دمای غذا است . وقتی که غذا از   d می شود که

می شود که t زمان بر حسب ساعت است. مطلوبست :
   n(d(t)) الف) تابع مرکب

.t = ۲ ب ) تعداد باکتری ها در غذا وقتی که
ج ) پس از چه زمانی تعداد باکتری ها به ٢٤٢٠ می رسد؟

x تابعی زوج است و با استفاده از آن برد تابع را به دست آوريد.
f ( x )

x
+

=
۲۰ــ ثابت کنيد که تابع 1

 تابعی فرد است و با استفاده از آن برد تابع را به دست آوريد.
1

xf ( x ) | x |=
+ ۲۱ــ ثابت کنيد که تابع 

۲۲ــ نمودار تابع f (x) در شکل زير داده شده است. دامنه توابع داده شده را معلوم کنيد و نمودار آن ها را رسم 
کنيد.

y = |f(x)| (الف
y = f(|x|) (ب
y = f (-x) (ج
y = -f(x) (د

۲۳ــ اگر f  يک تابع زوج و غير ثابت باشد، تعيين کنيد که در هر يک از حالات زير آيا g زوج يا فرد يا آن کـه 
نه زوج است و نه فرد.

g(x) = f (-۵x) (ب  g(x) = - f(x) (الف
g(x) = -f (x -۳) (د  g(x) = f(x) + ۳ (ج

۲۴ــ تابع ۲x-f(x) = x٢ را روی دامنه (∞ ,۱ ]  در نظر بگيريد.
الف) با رسم نمودار اين تابع نشان دهيد اين تابع وارون پذير است و برد آن را به دست آوريد.

3

3

2 5
−4 −2 −1

y

x
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ب) با رسم نمودار تابع وارون، دامنه و برد تابع وارون را به دست آوريد.
ج) تابع وارون f را با g نشان دهيد و برای يک نقطه دلخواه از دامنه g مانند x قرار دهيد g(x) = y. با توجه به 

آن که داريم y ،x = f(y) را بر حسب x حساب کنيد.
د) ضابطه تابع وارون f  را بنويسيد.

f روی دامنه [۱ , ۰] يک به يک است و وارون آن را به دست  ( x ) x= + − 21 1 ۲۵ــ ثابت کنيد که تابع 
آوريد. 

۲۶ــ  دو تابع g و f وارون يکديگرند. آيا توابع f0g ,g0f با هم مساويند؟
.[x + q] = [x] + q  نشان دهيد ،q ۲۷ــ برای هر عدد صحيح

۲۸ــ يک منبع گازوئيل به شکل استوانه در اختيار داريم که به شکل خوابيده روی زمين قرار دارد. قطر دايرهٔ 
قاعده آن ۲ متر و ارتفاع آن (که به طور افقی روی زمين است) برابر ۳ 

متر است.

الف) اگر حجم گازوئيل موجود در منبع (بر حسب سانتی متر مکعب) را با V و ارتفاع گازوئيل موجود در منبع 
(بر حسب سانتی متر) را با h نشان دهيم، V تابعی از h است. اين تابع را محاسبه کنيد و دامنه و برد آن را تعيين کنيد. با 

توجه به شيوه تعريف، نشان دهيد اين تابع صعودی است.
ب) h نيز تابعی از V است، دامنه و برد آن را تعيين کنيد.آيا می توانيد اين تابع را محاسبه کنيد؟

y خط رسم می کنيم. آيا نقطه يا نقاطی يافت  ( x )= − 22 ۲۹ــ از نقطه ی A(۲,۵) به نقاط مختلف نمودار تابع 
می شوند که خط رسم شده بر نمودار اين تابع عمود شود؟  در  کدام  نقاط  اين  اتفاق  می افتد؟ درستی محاسبات خود 

را با رسم نمودار اين تابع نشان دهيد. 
و  سانتی متر   ۱۰ آن  ارتفاع  که  داريم  دوار  مخروط  شکل  به  قيفی  ۳۰ــ 
 t شعاع قاعده آن ۵ سانتی متر است. اين قيف را پر از آب می کنيم و در لحظهٔ 0=
خارج  آن  از  ثانيه  در  مکعب  سانتی متر  دو  سرعت  با  آب  و  می کنيم  باز  را  آن  شير 

می شود.
آب  حجم  می دهيم،  نشان   h با  را  قيف  در  باقيمانده  آب  ارتفاع  اگر  الف) 

باقيمانده را برحسب  h به دست آوريد.
ب) h را بر حسب زمان به دست آوريد و آهنگ تغييرات h را نسبت به زمان 

در  هر لحظه حساب کنيد.
ج) سطح آب باقيمانده در قيف را با A نشان می دهيم. با محاسبهٔ A بر حسب زمان، آهنگ تغييرات A را نسبت 

h
2

3

h

A
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h2

3

به زمان در هر لحظه حساب کنيد.
د) با محاسبه A بر حسب h، آهنگ تغييرات A را نسبت به h در هر مقداری از h حساب کنيد.

۳۱ــ يک منبع گازوئيل به شکل استوانه در اختيار داريم که به شکل خوابيده روی زمين قرار دارد. قطر دايرهٔ 
قاعده آن ۲متر و ارتفاع آن (که به طور افقی روی زمين است) برابر ۳ متر است.

 اگر منبع خالی را به گونه ای پر کنيم که ارتفاع گازوئيل با سرعت ثابت ۳ سانتی متر بر دقيقه افزايش يابد، سرعت 
افزايش حجم گازوئيل در هر لحظه t چقدر خواهد بود؟
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