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نگاه کلی به فصل 
میان  ایده ها، کشف روابط  برای درک  به کارگیری مهارت های غنی ریاضی  با  تفکر ریاضی  ــ 
ایده ها، به دست آوردن یا حمایت از نتایج دربارهٔ ایده ها و روابط شان و حل مسائلی که با ایده ها سروکار 
دارند، شکل می گیرد. استدلال ریاضی بخشی از فرایند ریاضی است. این فصل شامل پنج درس می باشد 
که در دو درس اول، دانش آموز با استدلال، اثبات و نیز برخی مفاهیم مانند تعمیم که در استدلال ها به کار 
می روند آشنا می شود. در درس های سوم و چهارم، همنهشتی مثلث ها و تسلط نسبی بر حل مسائل آن و 
نوشتن منظم برخی اثبات ها با نمادهای ریاضی مدنظر می باشد و نیز با برخی مطالب که در حل مسائل او را 

یاری می نماید آشنا خواهد شد و در درس آخر این فصل با مفهوم تشابه آشنا می شود. 

نقشه مفهومی 

استدلال

کاربرد استدلال

تعمیماثبات

 اثبات کلامیاثبات نمادین

شکل های متشابه

  کاربرد تشابه 

همنهشتی مثلث ها

حالت های مفهوم همنهشتی
همنهشتی

دو ضلع و زاویه بین

دو زاویه و ضلع بین

وتر و یک ضلع در مثلث های قائم الزاویه

وتر و یک زاویه حاده در مثلث قائم الزاویه

انواع استدلال

  مثال نقضشهوداستنتاجاستقراء

 سه ضلع

مفهوم تشابه

لزوم استدلال
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دانستنی هایی برای معلم 
استدلال ریاضی قسمتی از تفکر ریاضی است که با تشکیل تعمیم ها و به دست آوردن نتایج معتبر 
دربارهٔ ایده ها و چگونگی ارتباط آنها درگیر است. دو نوع مهم استدلال ریاضی، استدلال استقرایی و 

استدلال استنتاجی است. 
شواهد  که  صورتی  در  است  )استنتاجی(  مدللّ  استدلالی  ریاضی،  اثبات  یک  پولیا:  بینش 
آماری  به موقعیت( یک وکیل دادگستری، شواهد  )مربوط  استقرایی یک فیزیکدان، شواهد محیطی 
یک اقتصاددان، متعلق به استدلال محتمل را دارا باشد. استدلال استقرایی حالت خاصی ازاستدلال 

محتمل است. 
با وجود اینکه پولیا استدلال تمثیلی و استدلال استقرایی را به عنوان حالت های خاص استدلال 
محتمل و استدلال نسبی )نسبی، مشابهتی( را به عنوان یک حالت از استدلال تمثیلی محسوب می کند، 

ما به طور مقدماتی و ابتدایی با استدلال استنتاجی و استدلال استقرایی سروکار خواهیم داشت. 
استدلال استقرایی: یک فرایند استدلال ریاضی است که اطلاعات دربارهٔ بعضی از اعضای 
یک مجموعه را به کار می گیرد تا یک تعمیم در مورد اعضای دیگر یا همهٔ اعضای آن مجموعه بسازد. 
استدلال استنتاجی: یک فرایند استدلال ریاضی است که الگوهای استنتاج به کار رفته برای 

به دست آوردن نتایج از مقدمات را معتبر می سازد. 
فرایند  در  شرطی  گزاره های  یا  آن گاه  ــ  اگر  یک  به کارگیری  شرطی  استدلال  که  کنید  توجه 
استدلال استنتاجی است. الگوهای اساسی استنتاج معتبر و نامعتبر مورد استفاده در استدلال شرطی 

در زیر مرور شده است. 

درک و فهم ریاضی
جنبه های گوناگون درک و فهم ریاضی نیز وابسته به شهود ریاضی است. درک و فهم ریاضی 
از مواردی است که به صورت دقیق تعریف نشده است و شاید نتوان آن را با »دقت ریاضی« تعریف 
کرد. فرویدنتال نه تنها پیچیدگی دانش و فهم ریاضی، بلکه تفاوت حساس بین درک و فهمی که یک 
معلم باید جویای آن باشد و می خواهیم دانش آموزان فراگیرند، این طور جمع بندی می کند: »فهمیدن 
مطلب  فلان  نهایی  فهم  به  کنید  فکر  لحظه  هر  است  ممکن  شما  دارد.  بسیار  گونه های  ریاضیات  در 
رسیده اید، چنان که دیگر چیزی نمی توان از آن دریافت. اما در ریاضیات فهم نهایی وجود ندارد. هر 
مسئله ای را می توان در بافتی هر دم گسترده تر و از نقطه نظری بالاتر فهمید آنچه پایین ترین می نماید، 



47

شاید بالاترین باشد و در آخر اینکه می توان آن را از چشم انداز یادگیرنده فهمید.«
با این حال باید با جوانب مختلف درک و فهم ریاضی آشنا بود. دسته بندی زیر می تواند تسهیل کننده 

باشد. 
١ــ درک معنا شناختی یعنی شناخت اطلاعات مندرج در مفاهیم و قضایا. 

٢ــ درک منطقی یعنی شناخت پیوندها و رابطه های منطقی قضایایی که به صورت حقایق پذیرفته 
شده شخصی درآمده اند. 

به کارگیری صحیح  توانایی  به درستی یک قضیه و  قانع شدن واقعی  یعنی  ٣ــ درک شهودی 
مفاهیم، بدون توسل به تعاریف رسمی و وارسی مکانیکی. 

٤ــ درک ریاضی یعنی آگاهی از مقاصد درونی ابزارهای ریاضی، مثلاً ساده کردن یک عبارت 
فرض های  به  توسل  یا  متغیرها،  مختلف  مقادیر  به ازای  آن  عددی  مقدار  محاسبه  تسهیل  برای  گویا 

غیربدیهی به عنوان اصل پذیرفته شده، برای ساده کردن یک موقعیت 
٥ــ درک ریاضی یعنی آگاهی از کاربردپذیری بیرونی بالقوه ریاضیات. 

مشکلات مهم دانش آموزان با استدلال استنتاجی کدامند؟ 
روشن است که دانش آموزان مشکلات قابل توجهی در مورد استفاده از الگوهای استنتاجی 

معتبر دارند. 
الزامی در  نتایج  برای کشف  به کارگیری استدلال صوری  از دانش آموزان مشکل   بسیاری 

الگوهای استنتاجی درگیر با عبارت های اگر ــ آنگاه )غیر از قیاس استثنایی( دارند. 
 غالباً دانش آموزان عبارت »اگر ــ آنگاه« را مثل »اگر و تنها اگر« تعبیر می کند. بسیاری از آنها 

ارزشمندی الگوی استنتاجی قیاس استثنایی منفی )نقیض انتزاع( را نمی شناسند. 
 بسیاری از دانش آموزان الگوهای استدلالی نامعتبر وارونه و معکوس را نمی شناسند. 

 مشکل بسیاری از آنها به عبارت های شرطی منفی مربوط است. 

دلایل اصلی خطاهای استدلال استنتاجی چیست؟ 
برای موردی که خطاهای حساب منطق  لیارد شواهد مؤثری  ــ  یوهانسون  پژوهش واسون و 
نتیجهٔ  تنها مربوط به قسمتی از خطاهای استدلال استنتاجی است، ارائه می کند. همچنین می توانند 
دشواری حفظ اثر اطلاعات و نبودن نشانه های معنایی )معنی شناسی( که به یک تفسیر معین علامت 
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می فرستند، باشند. یونز، هنگامی که خطاهای به وجود آمده در استدلال استنتاجی را تفسیر می کرد، 
ذهنی  عملیات  بلکه  صوری،  منطق  موضوعات  تنها  نه  که  به طوری  آورد  به وجود  قوی  آزمون  یک 

موردنیاز برای انجام تکالیف را مورد بررسی قرار می داد. 
دلایل اشتباهات در استدلال استنتاجی برگرفته از چندین مطالعه در زیر جمع بندی شده است. 
 خطاها در استدلال استنتاجی به وسیلهٔ افزودن، جرح و تعدیل یا چشم پوشیدن مواردی از 

مقدمات به وجود می آیند. 
آمده اند.  به وجود  استنتاجی  الگوی  به جای  واقعی  محتوای  پذیرفتن  وسیلهٔ  به  اشتباهات   

الگوهای سنتی سخنرانی )مباحثه( روزمره اغلب منطق را باطل می کند. 
 دلایل دیگر اشتباهات، مشکلات زبانی هستند. تعداد و مکان منفی ها، طول کلمه و جمله و 

سرریز شدن شناختی از آن جمله هستند. 
 ناتوانی در پذیرش فرضیه، گونه ای دیگر از علت های این خطاها می باشد. 

آیا توانایی های استدلال استنتاجی از راه آموزش بهبود می یابد؟ 
برخی از مطالعات آشکار کرد که آموزش با استفاده از مواد و وسایل دست ورزی انتخاب شده، 
تأثیر مثبت روی توسعهٔ توانایی استدلال منطقی کودکان سال دوم و سوم دارد. سوپز و باینفورد گزارش 
کردند که چارک بالای دانش آموزان سال پنجم و ششم می توانند مقدمات اصلی منطق را درسطح ٨٥ 
درصد از آنچه که در مطالعهٔ یکسان دانشجویان دانشگاه به آن دست می یابند، به کار بگیرند و در یک 
فاصله زمانی بلند آن را گسترش می دهند. انیس و پائولوس نشان دادند که منطق کلاسی می تواند با 
موفقیت برای دانش آموزان ١١ و ١٢ ساله آموزش داده شود اما این آموزش به دانش آموزان کمک 
نمی کند تا الگوهای نامعتبر را کشف و شناسایی کنند. شیپمن این را یافت که معلمّ معمولی که از زبان و 
ایده های شرطی در کلاس درس استفاده می کند، به نظر می رسد که تأثیر مثبتی بر رشد توانایی استدلالی 

دانش آموزان دارد. 
 دورهٔ قبل از بلوغ کودکان )٩ تا ١٢ سالگی( می تواند برای توسعهٔ بعضی از انواع توانایی ها، 

استدلال استنتاجی به وسیلهٔ تجربیات به طور دقیق طرح شده، به کار رود. 
 استدلال کلاسی را می توان در اوایل دورهٔ بلوغ آموزش داد اما موفقیت آموزشی مهم در 
بهبود و اصلاح توانایی های قبل از ١٦ سالگی دورهٔ بلوغ برای شناخت روش های استنتاجی نامعتبر 

گزارش نشده است. 
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 جایی که یک معلمّ اغلب به طور طبیعی ایده ها و زبان استدلالی اگر ــ آن گاه را به کار می برد، 
همبستگی مثبت بین رشد توانایی استدلال و به عمل درآمدن در کلاس درس وجود دارد.

مشکلات اصلی دانش آموزان با اثبات ها چیست؟ 
سنک یک نمونه ١٥٢٠تایی از دانش آموزان درس هندسه را انتخاب کرد و در مورد مشکلات 
دانش آموزان با اثبات های هندسی گزارش ارائه کرد. در زیر یافته های اصلی سنک و ارنست بیان شده 

است. 
 دانش آموزان مشکلات زبانی و منطقی با اثبات ها دارند و این مشکل برای به وجود آوردن یک 
اثبات سدّ راه می شود. آنها اغلب قضیه ای که باید ثابت شود را به عنوان دلیل در اثبات خودش و صور 

استنتاجی نامعتبر را مورد استفاده قرار می دهند. 
 اثبات با نمودارهایی که شامل چند مجموعه از مثال های محاط شده یا خطوط کمکی موردنیاز 
می باشند، از جمله مشکل ترین ها بودند. اثبات های تشابه بیشتر از اثبات های همنهشتی که همان تعداد 

استنتاج نیاز دارد، دشوار هستند. 
 دانش آموزان با پیچیدگی اصل استقرای ریاضی مشکل دارند. 

 عدم تفاوت مربوط به جنسیت در اثبات نویسیِ موفقیت آمیز مشهود است. 

نگاهی به نقش اثبات در کلاس درس 
نیست. در تحقیقات ریاضی  اثبات در کلاس درس همانند نقش آن در پژوهش ریاضی  نقش 
اثبات برای متقاعد کردن و رسمیت بخشیدن یک ایده است. در صورتی که در کلاس درس اثبات 
اینکه  برای  توضیح  است؛  نیاز  مورد  حکم،  یک  یا  مفهوم  یک  کردن  روشن  دادن،  توضیح  برای 
اثبات های  در کلاس  نیست.  منطق صوری  مفهوم  به  اثبات  در کلاس  است،  درست  قضیه ای  چرا 
غیررسمی، غیرصوری یا نیمه صوری با زبان طبیعی )معمولی( ارائه می شود و می توانند در درون خود، 

زیر اثبات های صوری یا محاسبات را به کار گیرند. 
بعضی از معلمین خیال می کنند که: »اگر کلاس ریاضی است، باید ثابت کرد. اگر چیزی ثابت 
اثبات،  اگر  زیرا  دارد.  تدریس  در  مستقیم  پیامد  یک  باور  و  تصور  این  نیست!«  ریاضی  آن  نمی شود، 
ریاضی است و ریاضی، اثبات است، آن گاه مأموریت معلم در کلاس، اثبات کردن است. در این صورت، 
بیشتر وقت کلاس به اثبات می گذرد؛ اثبات های راستین و دقیق تا احساس کنند کلاس واقعاً وجود دارد! 
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از  بهتر  اگر معلم دلیلی  ناآگاهانه!  و  ناخردمندانه  انگیزشی است  به دانش آموز  اثبات  ارائه  دراین دیدگاه 
اینکه »ریاضی یعنی این« ارائه ندهد، دانش آموز می داند که تنها یک اثبات دیده است، اما نه چرایی آن.

نمونه سؤال های ارزشیابی
١ــ استدلال های زیر را به ترتیب میزان اعتبارشان مشخص کنید. 

الف( فردی ده مثلث مختلف را بررسی کرد و دید که در همهٔ آنها هر سه میانه در یک نقطه به هم 
می رسند و از این موضوع نتیجه گرفت در همهٔ مثلث ها، میانه ها در یک نقطه به هم می رسند. 

ب( استدلال زیر نشان می دهد هر زاویهٔ خارجی یک مثلث از هر زاویهٔ داخلی غیرمجاورش 
C مانند شکل زیر زاویهٔ خارجی مثلث دلخواهی مانند ABC است داریم: 

∧

2 بزرگ تر است فرض کنیم 

A B C
A B C C C

C C

∧ ∧ ∧
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧


+ + =  ⇒ + + = +

+ = 

1
1 1 2

1 2

180

180 A B C
∧ ∧ ∧

⇒ + = 2

              

C برابر مجموع دو زاویهٔ B و A است پس از هرکدام آنها بزرگ تر است. 
∧

2
پس زاویهٔ 

شنیده اید  که  را  غلطی  استدلال های  از  نمونه  یک  و  درست  استدلال های  از  نمونه  یک  ٢ــ 
بنویسید. 

٣ــ مسئلهٔ زیر را به همراه حل آن در نظر بگیرید. فرض، حکم و پیش دانسته ای که در استدلالِ 
حلِ آن مورد استفاده قرار گرفته اند بنویسید. 

مسئله: مجموع زوایای یک مستطیل برابر °٣٦٠ است. 
را  آن  قطرهای  از  یکی  و  می گیریم  درنظر  را  بعد  صفحهٔ  شکل  مانند  دلخواه  مستطیلی  حل: 

)مثلاً   BD( رسم می کنیم. 

D پس:  D D
∧ ∧ ∧

= +1 2
B و  B B

∧ ∧ ∧
= +1 2

داریم: 
A B C D A B B C D D
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ + + = + + + + +1 2 1 2  
(A B D ) (C B D )

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧
= + + + + + = + =1 1 2 2 180 180 360    

1 2

A

B
C

1
2

1
2

A B

CD
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٤ــ فرض و حکم مسئله زیر را بنویسید. 
ــ اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باشند، آن گاه زاویهٔ مقابل به ضلع بزرگ تر، بزرگ تر است از زاویهٔ 

مقابل به ضلع کوچک تر. 
٥  ــ مسئله ای طرح کنید که در آن حکم کلی غلطی آورده شده است و با یک مثال نقض، درستی 

آن را رد کنید. 
٦ــ »همهٔ شکل های هندسی دارای حداقل یک زاویه می باشند«. 

حکم بالا درست است یا غلط؟ چگونه ادعای خود را ثابت می کنید؟ 
٧ــ استفاده از شهود چه کاربردهایی در ریاضیات دارد؟ 

٨  ــ الف( مواردی را که تکرار یک مشاهده منجر شده که شما در مورد آن موضوع پیش بینی 
بکنید که غلط بوده است بنویسید. 

ب( مواردی را که تکرار یک مشاهده منجر شده که شما در مورد آن موضوع پیش بینی بکنید 
که درست بوده است بنویسید. 

٩ــ درستی یا نادرستی هریک از استدلال های زیر را مشخص کنید. 
احمد می داند که هر وقت باران ببارد حیاط خانه آنها خیس می شود. 

الف( او از اتاقش بیرون آمد و دید حیاط خیس شده است و نتیجه گرفت که حتماً باران باریده 
است. 

ب( او از اتاقش بیرون آمد و دید حیاط خیس نیست و نتیجه گرفت باران نباریده است. 
١٠ــ هر وقت دوچرخهٔ علی پنچر شود او دیر به مدرسه می رسد. علی دیر به مدرسه رسیده است 

پس حتماً دوچرخه اش پنچر شده است. 
کدام استدلال زیر مشابه استدلال بالاست. 

هر وقت معلم ریاضی به کلاس A می رود بچه های کلاس A خوشحال می شوند. 
الف( بچه های کلاس A خوشحال نیستند پس معلم ریاضی به کلاس آنها نرفته است. 

ب( بچه های کلاس A خوشحال اند پس معلم ریاضی به کلاس آنها رفته است. 
ــ کدام یک ازاستدلال های الف و ب درست و کدام نادرست است؟ 

١١ــ آیا استدلال آورده شده برای مسئلهٔ داده شده در زیر درست است؟ علت درستی یا نادرستی 
آن را بنویسید. 

C باهم برابرند.
∧ B و 

∧ ABC داده شده است. نشان دهید زوایای 
∆ مسئله: مثلث دلخواه 
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استدلال: مانند شکل مقابل از رأس A به وسط ضلع BC عمود می کنیم. 
M M

∧ ∧
= =1 2 90 بنابراین داریم:  BM = CM و 

 )ض ز ض(                مشترکحال داریم: 
                                                          

AM AM

M M ABM ACM B C
BM CM

∧ ∧ ∆ ∆ ∧ ∧

=
 = ⇒ ≅ ⇒ =
 =

1 2

 
شده  ساخته  مثلث  دو  و  منتظم  شش ضلعی  یک  ١٢ــ 
برروی دو ضلع آن را مانند شکل مقابل درنظر بگیرید. در زیر 
اثباتی آورده شده که نشان می دهد دو مثلث موردنظر همنهشت 
را  مسئله  این  می توان  آیا  است؟  درست  اثبات  این  آیا  هستند. 
یک  اضلاع  بر  طریق  این  به  که  مثلث هایی  گفت  و  داده  تعمیم 
چندضلعی منتظم ساخته می شوند با هم همنهشت هستند؟ چرا؟ 

ABCDEF یک شش ضلعی منتظم است : فرض   

GAF : حکم  HCD
∆ ∆

≅  
اثبات: می دانیم اگر دو زاویه برابر باشند، مکمل های آنها نیز باهم برابرند لذا: 

A C A C
∧ ∧ ∧ ∧

= ⇒ =1 1 2 2  

F D F D
∧ ∧ ∧ ∧

= ⇒ =1 1 2 2  

A                                                                                       )ز ض ز( C

GAF HCDF D

AF CD

∧ ∧
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به  ١٣ــ فرض کنید مدیر یک مدرسه شرط گذاشته است که هریک از کلاس های آن مدرسه 
شرطی به اردو برده می شوند که مجموع نمره های انضباط هر دو دانش آموزِ آن کلاس، ٣٤ یا بیشتر از 
٣٤ شود. درکدام یک از حالت های زیر دانش آموزان یک کلاس به اردو برده می شوند و در کدام یک 

برده نمی شوند و در کدام یک نمی توان تشخیص داد برده می شوند یا نه؟ 
الف( کمترین نمره انضباط آن کلاس ١٦ و بیشترین نمره ٢٠ بوده است. 

بقیهٔ دانش آموزان کلاس حداقل  و  بوده که ١٦ گرفته است  به فردی  نمره مربوط  ب( کمترین 
٢نمره از او بیشتر گرفته اند. 

ج( به جز یک دانش آموز بقیهٔ کلاس نمرهٔ انضباطشان٢٠ بوده است. 
د( میانگین نمره های انضباط کلاس ١٩ می باشد. 

هـ( مجموع نمره های انضباطِ دو نفر که هیچ کدام کمترین نمره را نگرفته اند ٣٤ بوده است. 
ABC متساوی الساقین است و پاره خط های BM و ′CM میانه اند. 

∆ ١٤ــ مثلث 
را  متناظر  اجزای  برابری  و   CBM BCM

∆ ∆
′ ≅ کنید  ثابت  الف( 

نتیجه گیری کنید. 
را  متناظر  اجزای  برابری  و   ACM ABM

∆ ∆
′ ≅ کنید  ثابت  ب( 

نتیجه گیری کنید. 
BOM COM

∆ ∆
′ ≅ ج( ثابت کنید 

 AF و AE ١٥ــ در شکل مقابل پاره خط های
بر دایره در نقاط E و F مماسند. 

برابری  و   AOE AOF
∆ ∆

≅ کنید  ثابت  الف( 
اجزای متناظر را نتیجه گیری کنید. 

 OED OFD
∆ ∆

≅ ب( ثابت کنید 
١٦ــ دانش آموزی قصد دارد یک نقاشی از یک تصویر بزرگ به ابعاد ٥ ×٤ متر را در یک 
برگه به گونه ای بکشد که با تصویر واقعی متشابه باشد و عرض آن برابر ١٠ سانتی متر باشد. طول تصویر 

چقدر باید باشد؟ 
١٧ــ در سؤال قبل قرض کنید دانش آموز موردنظر بخواهد نقاشی همان تصویر را، متشابه با 

آن، در برگه ای به ابعاد ٢٠×١٥ بکشد. بزرگ ترین ابعاد ممکن از تصویر چند در چند است؟ 

A

B C

MM
O

E
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O A
D
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مـقــابـل،  تـصویــر  در  ١٨ــ 
آن  که یک ضلع  کنید  مستطیلی رسم 
پاره خط CE باشد و متشابه با مستطیل 
مستطیل حاصل چه  باشد.   ABCD

ابعادی می تواند داشته باشد؟ 

A B

D C E


