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 ـ1 ـ درک شهودی1   1
طى قرن هاى متمادى، مردم باور کرده بودند که زمىن صاف است و ستاره ها به دور آن در گردش 
هستند. آنها نظرىهٔ گرد بودن زمىن و چرخش آن به دور خورشىد را رد مى کردند. اگر چه امروزه اىن نظرىه 
حتّى براى خردسالان نىز امرى کم و بىش واضح است، لىکن با شهودِ مردم آن زمان مطابقت نداشت.

   شهود مى تواند ىک دانش غرىزی ىا احساس بدون استدلال باشد.

وقتى که از شهود خود استفاده مى کنىم، هىچ گاه نمى توانىم با اطمىنان صد درصد بگوىىم که 
نتىجه گىرى ما درست است. با اىن حال در بسىارى مواقع، درک شهودى به ما کمک مى کند که مطالب 
رىاضى را بهتر بفهمىم و حدس هاى بهترى براى اثبات قسمت هاى مختلف بزنىم. چنىن حدس هاىى 
کم و بىش محتمل و به صورت استدلال موقّت، رضاىتى در ما به وجود مى آورنـد که با اشتىاق بىشترى 
براى دستىابى به ىک استدلال حتمى تلاش کنىم. معمولاً استدلال موقّت بر مبناى تمثىل و استقرا 

مى باشد که در قسمت هاى بعد با محدودىت هاى آنها آشنا مى شوىم.

 ـ2 ـ استدلال تمثىلى ىا قىاسى2   1
در اکثر کارهاى روزمرّه ــ از نتىجه گىرى هاى سطحى تا موفقىّت هاى عمدهٔ علمى و ىا کارهاى 
هنرى ــ از تمثىل ىا قىاس استفاده مى کنىم. قىاس که در   واقع همان ىافتن نوعى مشابهت بىن مفاهىم 
گوناگون مى باشد، در تمام سطوح مختلف قابل استفاده است.انواع تمثىل با توجّه به محدودىتّ هاىى که 
دارند، مى توانند در اىجاد ىک زمىنهٔ شهودى براى درک بسىارى از مفاهىم و اثبات هاى رىاضى کمک 

استدلال ریاضی

فصل1

Intuitive ــ 1
Analogy ــ 2
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مؤثرّى باشند و نباىد اهمّىت آنها را نادىده گرفت. به مثال زىر توجّه کنىد:
مثال 1: از تمثىل براى درک بهتر اىن حقىقت که حاصل ضرب عدد منفى در عدد منفى، عددى 

مثبت است استفاده مى کنىم:
وارد شدن آب به مخزن را عملى مثبت )+(  و خروج آب از آن را عملى منفى )-( درنظر مى گىرىم. 
در نماىش فىلم نىز، جلوبردن فىلم را عملى مثبت )+(   و عقب بردن آن را عملى منفى )-(  به حساب 
مى آورىم. حال اگر فىلمى نماىش داده شود که در آن، آب در حال خروج از ىک مخزن است )-( و فىلم 
را به عقب برگردانىم ) -(، آب دوباره به مخزن باز مى گردد ) +(! ىعنى حاصل دو عمل منفى ) خروج آب 

و عقب بردن فىلم (، عمل مثبت بازگشت آب به مخزن شده است.
همان طور که مى دانىد، مثال بالا به هىچ عنوان ىک اثبات رىاضى نىست، امّا تمثىل خوبى است 

تا ما را براى اثبات دقىق آماده کند. 
تمرىن 1ـ با توجه به داستان زىر، توضىح دهىد که طوطى چه تمثىلى به کار برد و علت خندهٔ 

مردم چه بود؟
بــقــالــى و وى را طــوطــىــى بــود 
دکـــان نـگـهـبـان  بــودى  دکـــان  در 
بــــدى نــاطــق  آدمــى  در خــطــاب 
جـسـت از سـوى دکـان سـوىـى گـرىخت
از ســوى خــانــه بـىـامـد خـواجـه اش
دىــد پــر روغـن دکــان و جــامــه چــرب
روزکــى چــنــدى سـخـن کـوتـاه کـرد
رىــش بـر مـى کـنـد و مـى گـفـت اى درىـغ
دســت مـن بـشـکـسـتـه بـودى آن زمان
را دروىــش  هـر  مــى داد  هــدىــه هــا 
بـعـد سـه روز و سـه شـب حـىـران و زار
مى نـمـود آن مـرغ را هـرگـون شـگـفـت
مـى گـذشـت بــرهـنـه  ســـر  جـولـقـى 
طـوطـى انــدر گـفـت آمــد در زمــان
از چـــه اى کــل بــا کــلان آمـىـخـتـى
از قـىـاسـش خـنــده آمــد خـلـــق را
کــار پـاکـان را قـىـاس از خــود مـگـىـر
جـمـلـه عــالـم زىــن سـبـب گـمـراه شـد

خــوش نــواىــى ســبــز گـوىـا طـوطـىـى
نـکـتـه گـفـتـى بـــا هــمــه ســوداگــران
در نــواى طـــوطـىـان حــاذق بـــدى
شـىـشـه هــاى روغـن گــل را بـرىـخـت
بــر دکـان بـنـشـسـت فـارغ خواجه وش
بـر سـرش زد گـشت طوطى کـَل ز ضـرب
کــــرد آه  نــدامــت  از  بــقــال  مــرد 
کــآفــتــاب نــعــمــتــم شــد زىــر مـىـغ
چـون زدم مـن بـر سـر آن خـوش زبـان
را خــوىـش  مــرغ  نـطـق  بـىـابــد  تــا 
بــر دکــان بـنـشـسـتـه بُـد نـومـىـدوار
تــا کــه بـاشـد کــانـدر آىـد او بـگـفـت
بـا سـر بــى مــو چـو پـشـت طـاس و طشت
بــانـگ بـر دروىـش زد کـه هــى فــلان
تــو مـگـر از شـىـشـه روغــن رىـخـتـى
کــو چـو خـود پـنـداشـت صـاحب دلق را
گــرچــه مــانــد در نـبـشـتـن شىر و شىر
کــم کـسـى ز ابــدال حــق آگـــاه شــد
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 ـ3 ـ استدلال استقراىى1  1
اگر وارد قرىه اى شوىد و اوّلىن فردى که به او برخورد مى کنىد داراى چشمانى آبى باشد چه 
مى گوىىد؟ حال اگر به گردش در کوچه پس کوچه هاى قرىه بپردازىد و متوجّه شوىد که رنگ چشمان 
تمام افرادى که با آنها در آن قرىه مواجه شده اىد آبى است، ممکن است نتىجه بگىرىد که رنگ چشمان 

تمامى افراد قرىه آبى است. 
و  نـتاىج شدىم  بودن  ىکسان  متوجّه  را جمع آورى کردىـم،  متعدّدى  قـرىه، شواهـد  به  در سفـر 
براساس آنها، نتىجه گىرى کلىّ را انجام دادىم. عالمان تجربى نىـز با روشى مشابه مشاهدات خود را نظم 
داده و با توجه به نظم حاکم بر آنها، قوانىن عمومى طبىعت را کشف مى کنند. در علوم تجربى به اىن نوع  

استدلال، روش تجربى ىا علمى و در رىاضى به آن استدلال استقراىى گفته مى شود.

 استدلال استقراىى روش نتىجه گىری کلّى بر مبنای مجموعۀ محدودی از 
مشاهدات است.

مثال 2: فرض کنىد که اعداد متوالى فرد را با هم جمع مى کنىم. براى اىن کار از 1 شروع مى کنىم:
٤ = ٣+١  
٩ = ٥+٣+١  
١٦ = ٧+٥+٣+١  

با توجّه به مشاهدات بالا نتىجه مى گىرىم تمام حاصل جمع ها مربع کامل هستند.
حال با ادامهٔ الگوى بالا، نتىجهٔ به دست آمده را کنترل مى کنىم.

از اىن ىافته ها چه نتىجه اى مى توان گرفت؟ آىا مى توان ادّعا کرد که همىشه حاصل جمع اعداد 
فرد متوالى ىک مربع کامل است؟

 ـ4 ـ محدودىت استدلال استقراىى  1
مشاهدۀ 1ــ آب آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند. 

مشاهدۀ 2ــ برف آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند. 
مشاهدۀ 3 ــ ىخ آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند. 
نتىجه: هر چىزى آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند. 

Inductive reasoning ــ 1
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در شکل بالا مرد غارنشىن با مشاهده و جمع آورى اطلّاعات و دىدن الگوىى که تکرار مى شد 
نتىجه گىرى کرد که » هر چىزى آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند! «

همان طور که مى بىنىد، شکل بالا ضعف اساسى چنىن استدلالى را به ما نشان مى دهد زىرا که 
همىشه اىن احتمال وجود دارد که شواهد بىشترى کشف بشوند تا نادرستى نتىجه گىرى کلىّ، بر مبناى 

مجموعهٔ محدودى از مشاهدات را نشان دهند.
تمرىن 2ـ محاسبات تعىىن شده را انجام دهىد تا اعدادى را که در معادلات زىر صدق مى کنند 

پىدا کنىد:
1 (  ١ + ٨ × ١ =        
2 ( 12 * 8 + 2 =       
3 ( 123 * 8 + 3 =    
4 ( 1234 * 8 + 4 = 

الف( آىا فکر مى کنىد اىن الگو تا بى نهاىت ادامه داشته باشد؟
ب( بدون محاسبه و با توجّه به الگوى  بالا، اعدادى را که در معادلات زىر صدق مى کنند حدس بزنىد:

5 (12345 * 8 + 5 =             
6 ( 123456 * 8 + 6 =                  

پ( نتاىج قسمت ) ب ( را محاسبه کنىد تا مشخّص شود که آىا حدس شما درست بوده است ىا خىر؟ 
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اثبات  سعى کنىد آنچه را شهودی به نظر مى رسد، به طور رسمى و دقىق 
کنىد و آنچه را که به طور رسمى و دقىق اثبات کرده اىد به طور شهودی درک کنىد. 

اىن ىک ورزش مغزی جالب است.
       جورج پولىا1، 1945    

1 ـ 5  ـ استقرای رىاضى2
ممکن است به طور تصادفى مشاهده کرده باشىد که: 100 = 64+27+8+1. با تشخىص مربع ها 

و مکعب هاى اعداد، شاىد بتوانىم به مشاهدهٔ خود شکل جالب ترى بدهىم:
13+23+33+43 = 102

پاسخ  براى  است؟  عدد  ىک  مربع  متوالى،  مکعب هاى  مجموع  همىشه  آىا  افتاد؟  اتفّاق  اىن  چطور 
به  کنجکاوى خود، مى توانىم موارد مشخّص دىگرى را نىز بررسى کنىم و براى تکامل و ىگانگى حالت، 

n = 1 ىعنى حالتى که فقط ىک عدد مکعب شده وجود دارد، را نىز اضافه مى کنىم:

مکعب های اعداد متوالی مجموع مکعب ها مربع مجموع 

١٢

٣٢

٦٢

١٠٢

١٥٢

١
٩

٣٦
١٠٠
٢٢٥

١٣

٢٣ + ١٣

٣٣ + ٢٣ + ١٣

٤٣+ ٣٣ + ٢٣ + ١٣

٥٣ + ٤٣+ ٣٣ + ٢٣ + ١٣

با جمع آورى مشاهدات فوق و استفاده از استدلال استقراىى مى بىنىم که:
 مجموع مکعب هاى اعداد متوالى برابر است با مربع مجموع آنها.امّا چنىن نتىجه گىرى اى 
کامل نىست. به همىن دلىل است که در رىاضى استقرا را نه فقط با مشاهدات بلکه به کمک اثبات دقىق 

نىز محک مى زنىم. حال براى اثبات دقىق به طرىق زىر عمل مى کنىم:
.)اثبات کنىد!( مى خواهىم تحقىق کنىم و ببىنىم  n(n )... n ++ + + + = 1

1 2 3
2

 شاىد بدانىم که 
که اگر مجموع مکعب هاى nعدد متوالى برابر با مربع مجموع آنها باشد 

George Polya ــ 1
2 ــ برگرفته از کتاب ?How to solve it اثر جورج پولىا.
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n(n )... n + + + + + =   

2
3 3 3 3 1

1 2 3
2  )1(

آىا اىن ادّعا براى n+1 عدد متوالى نىز درست است؟ ىعنى آىا رابطهٔ 
(n )(n )... n (n ) + + + + + + + + =   

2
3 3 3 3 3 1 2

1 2 3 1
2   )2(

نىز برقرار است؟
با ىک کنترل ساده، رابطهٔ زىر را با کم کردن )1( از )2( به دست مى آورىم:

(n )(n ) n(n )(n ) + + +   + = −      

2 2
3 1 2 1

1
2 2  )3(

n فاکتور مى گىرىم: + 
  

21

2
از جملهٔ مشترک 

n(n ) (n ) n+   + = + −    

2
3 2 21

1 2
2                  

)4(

(n ) n n n+  = + + − 
2

2 21
4 4

4  
 ) 5 (

(n ) [ n ]+= +
21

4 4
4  

)6(

(n ) (n )+= + ×
21

1 4
4  

)7(

= (n +1)3  )8(
رابطهٔ تجربى ما امتحان حىاتى را گذراند، ىعنى درستى تساوى )3( را نتىجه گرفتىم که معادل 

تساوى ) 2 ( است، ىعنى
(n )(n )... n (n ) + + + + + + + + =   

2
3 3 3 3 3 1 2

1 2 3 1
2  

)9(

در بررسى اىن موضوع، درستى ادّعا را در حالت هاى خاص از n = 1 تا n = 5 مشاهده کردىم. 
سپس با فرضى که اىن ادّعا براى n اُمىن حالت درست است، نشان دادىم که براى )n + 1( اُمىن حالت نىز 

چنىن ادّعاىى درست است. حال با اطمىنان خاطر مى گوىىم:

 مجموع مکعب های  n عدد متوالى، برابر با مربع مجموع آنهاست.
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مطلب فوق نمونهٔ خوبى براى گذار از استدلال استقراىى ) تجربى ( به استقراى رىاضى است. 
براى بهتر فهمىدن استقراى رىاضى به مثال زىر توجّه کنىد:

مثال 3     : براى هر عدد صحىح و مثبت n ثابت کنىد که:

n n...+ + + = −
2

1 1 1 1
1

2 2 2 2  
)1(

حل: اگر n = 1، آنگاه:

= = −
1 1

1 1 1
1

22 2  )2(

مى بىنىم که در اىن حالت، تساوى )1( درست است.
اگر n = 2، آنگاه

	
+ = = −

1 2 2

1 1 3 1
1

42 2 2  )3(

2 بـه دست آورىم:

1

2
که مجدداً تساوى )1( را نشان مى دهد. اىـن تساوى را مى توانىم با جمع )2( و 

 − + = = −  1 2 2 2

1 1 3 1
1 1

2 2 2 2  
ادامهٔ اىن بررسى براى تمام اعداد عملى نىست، پس چه کار کنىم؟ 

ىک قدم دىگر هم جلو مى روىم و با استفاده از نتاىج به دست آمده براى دو جملهٔ اوّ ل، حالت  
n = 3 را نىز بررسى مى کنىم:

   + + = − + = = −      2 3 2 3 3 3

1 1 1 1 1 7 1
1 1

2 2 2 2 2 2 2  )4(
درنتىجه درستى رابطه براى حالت n = 3 را نىز نتىجه گرفتىم.

حال اگر در حالت کلىّ، درستى رابطه را براى n = k فرض کنىم، ىعنى داشته باشىم

k k...+ + + + = −
2 3

1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2  
و بتوانىم از اىن فرض، درستى رابطه را براى n = k + 1 ىعنى
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              k k k... + +
 + + + + + = −  2 3 1 1

1 1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2 2  )5(

نتىجه بگىرىم، آنگاه مى توانىم ادّعا کنىم که تساوى )1( در هر حالتى درست است.
 را از تساوى)1( 

k
 −  

1
1

2
در طرف اوّل تساوى )5( به جاى مـقدار داخل پرانتـز، معادل آن ىعنى 

جاىگزىن مى کنىم

k k+
 − +   1

1 1
1

2 2  
)6(

k k+ += − +
1 1

2 1
1

2 2  
)7(

       k+= −
1

1
1

2  
)8(

از درستى رابطه در حالت n = k، درستىِ آن در حالت n = k + 1 نىز ثابت شد. اىن گونه اثبات 
را، اثبات به وسىلهٔ استقراى رىاضى ىا اثبات به وسىلهٔ اصل استقرا مى نامىم که از اهمّىت وىژه اى در 
رىاضىّات برخوردار است.اصل استقرا براى اثبات رابطه هاىى نظىر رابطهٔ بالا مورد استفاده قرار مى گىرد.

 اصل استقرا
فرض کنىد P(n) حکمى دربارۀ عددطبىعى n باشد. اگر P(1) درست باشد و از درستى 
P(k) درستى P(k +1) نتىجه شود، در اىن صورت P(n) برای هر عدد طبىعى n نىز 

درست است.

درنتىجه بنابراصل استقرا، براى هر عدد طبىعى n، تساوى )1( در مثال قبل، درست است.

براى استفاده از اصل استقرا گام هاى زىر را برداشتىم:
گام 1: درستى حکم را براى n =1 نشان دادىم.

گام 2: ثابت کردىم که اگر حکم براى n =k درست باشد، آنگاه براى n = k + 1 نىز درست است.
مثال 4     : با استفاده از اصل استقرا ثابت  کنىد که براى  هر عدد طبىعى 42n-1 ،n بر 5 بخش پذىر 

است.
حل: با دانستن اىن که Pn = 42n-1 بر 5 بخش پذىر است، گام اوّ ل را برمى دارىم.



9

گام 1: درستى حکم را براى ١ = n نشان مى دهىم:
P1 = 42(1)-1 = 15 = 5 * 3  )1(

که بر 5 بخش پذىر است پس )P )1 درست است.
گام 2: مى خواهىم ثابت کنىم که اگر حکم براى P(k) درست باشد، درنتىجه براى P(k+1) نىز 

درست است.
فرض کنىم:	

Pk = 42k -1 = 5r  )2(
که بر 5 بخش پذىر است. حال باىد بخش پذىر بودن

	Pk+1 = 42(k+1) -1   )3(
بر 5 را نشان دهىم. براى اىن کار، طرفىن تساوى )2( را در 42 ضرب مى کنىم ىعنى

42(42k -1) = 42(5r)  
از ساده کردن )3(، تساوى )4( به دست مى آىد:

42k+2 - 42 = 42(5r)  )4(
با اضافه کردن 15 به طرفىن تساوى خواهىم داشت:

42(k+1) -1 = 15 + 42(5r)  )5(
  = 15 + 16(5r)  )6(
= 5 (3 + 16r)  )7(

تساوى )7( بخش پذىر بودن P(k+1) بر 5 را نشان مى دهد.ىعنى از P(k)، درستى P(k+1) را 
نتىجه گرفتىم.در اىن صورت بنابر اصل استقرا، P(n) براى هر عدد صحىح و مثبت n نىز درست است. 

در حالت کلى، از گام هاى 1 و 2 نتاىج زىر را به دست مى آورىم:
P(2)، P(1) را  نتىجه مى دهد.
P(3)، P(2) را نتىجه مى دهد.
P(4)، P(3) را نتىجه مى دهد.

و الى آخر که اىن توجىه کنندهٔ درست بودن حکم P(n) براى هر عدد طبىعى n است.

  6 ـ استقرای تعمىم ىافته  1
در مثال هاىى که تاکنون دىدىم، استقراى رىاضى را از n = 1 شروع کردىم، ىعنى درستى حکم 
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مورد نظر را براى n = 1 نشان دادىم.امّا گاهى لازم است که اوّلىن مرحلهٔ استقرا را از ىک عدد طبىعى  
n <1 آغاز کنىم. به مثال زىر توجّه کنىد:

مثال 5     : ثابت کنىد عدد طبىعى مناسبى مانند m <1  وجود دارد به طورى که براى هر عدد 
طبىعى n (n ≥ m) دارىم

  n! > 3n                                                          )1(          
حل: ابتدا با اندکى جست  و جو، تحقىق مى کنىم که n چه اندازه باىد بزرگ باشد؟

87654321n
40320504072012024621n!
656121877292438127933n

مى بىنىم که براى n هاى طبىعى کوچکتر از 7، اصلاً چنىن حکمى درست نىست. امّا براى n = 7، رابطهٔ 
n! > 3n درست است و به نظر مى رسد که براى n هاى بزرگتر از 7 نىز حکم درست باشد. حال فرض 

مى کنىم براى k ≥ 7 حکم درست باشد ىعنى: k! > 3k.  آنگاه درستى حکم زىر را تحقىق مى کنىم:
(k +1)! > 3k+1  )2(

براى نشان دادن )2( طرفىن k! > 3k را در )k +1( ضرب مى کنىم:
   (k +1)k! > (k + 1) 3k                                                                                    )3(           

و چون k ≥ 7 فرض شده است، پس:
(k +1)k! > 7 * 3k                                                                                          )4(           

با اىن حال مى بىنىم که طرفىن نامساوى )4( چنىن خاصىتى را دارد که:
7 * 3k > 3 * 3k = 3k+1                                                                                   )5(           

پس:
7 * 3k > 3k+1                                                                                                   )6(              

درنتىجه طبق )4( و )6(: 
(k+1)k! > 3k+1                                                                                               )7(              

اما طبق تعرىف:
(k+1)k! = (k+1)!                                                                                            )8(                 

که معادل آن را در )7( قرار مى دهىم درنتىجه:
(k +1)! > 3k+1  )9(
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بدىن ترتىب براى k ≥ 7، نشان دادىم که اگر k! > 3k، آنگاه 3k+1 < !(k +1).حال با اطمىنان 
 .n! > 3n دارىم n ≥ 7 مى توانىم بگوىىم که براى هر

در اىن مثال مشاهده شد m مناسب 7 است که به روش جست     و جو آن را به دست آوردىم.
چنىن شىوهٔ استدلالى را روش استقراى تعمىم ىافته مى گوىند.

 اصل استقرای تعمىم ىافته
فرض کنىد P(n) حکمى دربارۀ عدد طبىعى n باشد. اگر P(m) برای m <1 درست 
باشد و از درستى P(k) برای هر عدد طبىعى k ≥ m درستى P(k +1)نتىجه شود، 
آنگاه P(n) برای هر عدد طبىعى n ≥ m درست است. ( دقّت کنىد که در هرمسأله ای 

باىد m مناسب را پىدا کرد. )

براى استفاده از اصل استقراى تعمىم ىافته، گام هاى زىر را برمى دارىم:
گام m :1 مناسب را به دست مى آورىم، 

گام 2: درستى حکم را براى n = m نشان مى دهىم،
گام 3: ثابت مى کنىم که اگر حکم براى n = k ≥ m درست باشد، آنگاه حکم براى n = k +1 نىز 

درست است.
آنگاه نتىجه مى شود که حکم براى هر عدد طبىعى n ≥ m درست است.

تمرین

1 ــ براى هر عدد طبىعى n ثابت کنىد:
n(n )( n )... n + ++ + + + =2 2 2 2 1 2 1

1 2 3
6 الف( 

... ( n ) n+ + + + − = 22 6 10 4 2 2 ب( 

... ( n ) n+ + + + − = 21 3 5 2 1
پ( 

... n ( n )+ + + + < + 21
1 2 3 2 1

8
ت( 
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n(n )(n )... n(n ) + +× + × + × + + + = 1 2
1 2 2 3 3 4 1

3  
ث(

2 ــ اگرr ≠ 1 ، براى هر عدد طبىعى n ثابت کنىد:
n

n rr r ... r
r

+−+ + + + =
−

1
2 1

1
1  

3 ــ در هر ىک از بندهاى زىر ابتدا عدد طبىعى مناسب m را بىابىد و سپس حکم را براى هر 
عدد طبىعى n (n ≥ m) ثابت کنىد.

2n > n2 الف(  
2n < n! ب(  

n
n...+ + + + <

−
1 1 1

1
3 7 22 1 پ(  

4 ــ مجموع جملات زىر را حدس بزنىد و ادعاى خود را با استقراى رىاضى ثابت کنىد:

...
n(n )

+ + + +
× × × +
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 1

5  ــ با استفاده از اصل استقرا ثابت کنىد:
. n(n )− 3

2
الف( تعداد قطرهاى هر n ضلعى محدّب برابر است  با 

.(2n -4) * 90° ضلعى محدّب برابر است  با n  ب( مجموع زاوىه هاى داخلى هر
6 ــ ثابت کنىد به ازاى هر عدد طبىعى8n -1 ،n  بر 7 بخش پذىر است.

7 ــ اگر a ≥ -1 و n ∈ N، آنگاه به کمک استقراى رىاضى درستى رابطهٔ زىر را ثابت کنىد:
(1 + a)n ≥ 1 + na

8  ــ نامساوى مثلث براى هر دو عدد حقىقى a و b به صورت |a + b| ≤ |a| + |b| برقرار است. 
با  استفاده از استقرا ثابت کنىد که براى هر n  عدد حقىقى xn،...،x2 ،x1 دارىم:

|x1+ x2 +...+ xn| ≤ |x1| + |x2| + ... + |xn|  



13

مجلۀ رىاضى
مى شده  استفاده  آن  از  داشته،  وجود  استقرا  اىده های  قدىم،  زمان های  از 
مىلادی  شانزدهم  قرن  اواىل  از  استقرا  کمک  به  اثبات  حال،  اىن  با  است. 
استفاده  مورد  اروپاىى  رىاضى دانان  از  بعضى  توسط  و  است   شده  متداول 
استقرا  از  مشهور،استفاده  رىاضى دان  فرما  هفدهم  قرن  در  است.  گرفته  قرار 
در  رىاضى «  » استقرای  اصطلاح  ولى  ساخت.  مطرح  بىشتری  تنوع  با  را 
و  رفت  کار  به  انگلىسى،  رىاضى دان  دِمُرگان،  توسط  نوزدهم  قرن  اواىل 
گرفت. قرار  استفاده  مورد  مدون  به طور  رىاضى  اثبات های  در  استقرا  روش 
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در طول تارىخ، مردم از علامت ها و نشانه هاى مختلفى براى نماىش اعداد استفاده کرده اند. بعضى از اىن نشانه ها در 
پاپىروس راىند دىده مى شوند. رىاضى دان ها هنوز به مطالعه و ىادگىرى بىشتر در مورد اعداد مشغول اند.

 ـ7 ـ استدلال استنتاجى1  1

 در مقدمۀ پاپىروس راىند که شاىد قدىمى ترىن تارىخ موجود رىاضى باشد 
) 1650 سال قبل از مىلاد ( چنىن آمده است :

» به جرأت مى توان گفت که بارزترىن مشخّصۀ شعور انسان که نشان دهندۀ درجۀ تمدن 
هر ملّت است، همان قدرت استدلال کردن است و به طور کلّى اىن قدرت به بهترىن 

وجهى مى تواند در مهارت های رىاضى افراد آن ملّت به نماىش گذاشته شود.«

Deductive reasoning ــ 1
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ـ موجود است ىک سرگرمى به صورت  ـ پاپىروس راىند ـ ىکى  از مسائلى که در تارىخ رىاضى مصر ـ
بازى با اعداد است. با توجّه به دستورالعمل هاى مسئله، عددى انتخاب مى شود و سپس چندىن کار 

دىگر روى آن انجام مى شود. در پاىان بدون درنظر گرفتن عدد انتخابى، نتىجه همىشه ىکسان است! 
مثال 1     : اىن مثال از نوع سرگرمى با اعداد است. هر مرحله از اىن بازى در سمت راست و 

نتاىج هر مرحله براى 4 عدد انتخابى و تصادفى در سمت چپ جدول زىر نشان داده شده است.

471235یک عدد انتخاب کنید
9121740به آن ٥ را اضافه کنید 

18243480نتیجه را دوبرابر کنید
14203076از آن ٤ را کم کنید 

7101538حاصل را بر ٢ تقسیم کنید
عددی را که از ابتدا انتخاب کرده بودید از 

3333این نتیجهٔ تقسیم کم کنید 

بررسى بالا ما را مطمئن مى سازد که نتىجه همىشه برابر با 3 است. 
اگرچه با استدلال استقراىى مى توان استدلال کرد که اىن نتىجه شاىد براى همهٔ اعداد درست باشد، 
امّا به هر حال براى اثبات کلىّ اىن مطلب، ىعنى، تبدىل شاىد به باىد، به استدلال استنتاجى نىازمندىم. 
مثال 2     : همان مثال قبلى را با اندکى تغىىر بررسى مى کنىم و به جاى انتخاب ىک ىا چند عدد 
مشخص در موقع شروع از علامت گذارى استفاده مى کنىم. در طول بازى، مربعّ کوچک معرّف عدد 
انتخابى اوّلىه است و براى هر بار افزودن ىا کاستن اعداد جدىد،از ىک داىرهٔ کوچک استفاده مى کنىم.

 
عدد انتخابی

      عدد انتخابی به اضافهٔ ٥
     دو برابر نتیجهٔ قبل 

      
    کم کردن ٤ واحد 

   
    نصف نتیجه قبل 

  کم کردن عدد اوّلیه 
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به اىن ترتىب ثابت کردىم که نتىجه همىشه 3 است. حال به وضوح مى بىنىم که عدد انتخابى اوّلىه  
هرچه که باشد، باز هم نتىجه 3 است! 

شاىد مربع ها و داىره ها نمادهاى جالبى براى استفادهٔ همىشگى  نباشند. در رىاضىّات معمولاً از 
حروف براى نشان دادن اعداد دلخواه استفاده مى کنىم.

مثال 3     : حال مثال قبلى را با نماد جبرى، ىعنى با استفاده از حرف براى عدد انتخابى اوّلىه، 
دوباره بررسى مى کنىم:

nعدد انتخابی

n + 5عدد انتخابی به اضافه ٥

2n + 10دو برابر نتیجهٔ قبل 

2n + 6کم کردن ٤ واحد 

n + 3نصف نتیجه قبل 

3کم کردن عدد اوّلیه 

نکته اى که در هر سه مثال به چشم مى خورد اىن است که نتاىجى را بر مبناى عباراتى که درستى 
آنها را قبول کرده اىم به دست آوردىم. ىعنى از استدلال استنتاجى استفاده کردىم.

 
 استدلال استنتاجى روش نتىجه گىری  با استفاده از حقاىقى است که درستى 

آنها را پذىرفته اىم.

مثال هاى فراوانى از دنىاى اطراف ما وجود دارند که نشان دهندهٔ استفاده از استدلال استنتاجى 
در زندگى روزمرّه هستند.

مثال 4     : رستورانى براى جلب مشترى و فروش بىشتر، اعلام کرده است که بىن ساعت هاى 
12 ظهر تا 2 بعدازظهر اگر کسى در آن رستوران غذاىى سفارش داد و آماده شدن غذا بىش از 10 
دقىقه به طول انجامىد، غذا را مجانى به مشترى بدهد. زمانى که خانوادهٔ بهارلو به اىن رستوران رفتند، 

عبارت هاى زىر درست بودند:
الف( ساعت بىن 12 ظهر و2 بعدازظهر بود.

ب( آماده شدن غذا بىش از 10 دقىقه به طول انجامىد.
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خانوادهٔ بهارلو نتىجه گرفتند که غذاىشان مجانى خواهد بود که نتىجه گىرى درستى بود! 
اىن مثال نىز نمونه اى از استدلال استنتاجى است.

مثال 5     :  فرض کنىد که دو عدد فرد را با هم جمع مى کنىم. توضىح دهىد که چرا مجموع آنها 
همىشه زوج است؟ 

حل: فرض کنىد 2m + 1 و 2n +1 نشان دهندهٔ دو عدد فرد باشند که m و n اعداد طبىعى 
هستند. درنتىجه مجموع آنها چنىن است:

(2m +1) + (2n+1) = 2m + 2n + 2 = 2(m +n +1)  
به دلىل وجود ضرىب 2 در اىن مجموع، نتىجه مى گىرىم که مجموع دوعدد فرد همىشه زوج است.

ثابت کردىم که مجموع دو عدد فرد همىشه ىک عدد زوج است، حتّى براى اعدادى که آنها را 
جمع نکرده اىم! اىن امر نشان دهندهٔ قدرت استدلال استنتاجى است.

نتىجه  که  هستىم  مطمئن  مى کنىم،  استفاده  استنتاجى  استدلال  از  وقتى   
همىشه درست است. 

هدف از مثال هاى فوق، اىجاد زمىنه اى مناسب براى آشناىى با مفهوم استدلال استنتاجى بود. 
بىشتر اىن مثال ها نمونه هاىى از قضاىاى کلّى هستند.

 قضاىای کلّى احکامى هستند که همىشه برقرار مى باشند.

به عنوان مثال، اهمىّت قضىهٔ فىثاغورث در  اکثر قضىه هاى مهمّ رىاضى قضاىاى کلىّ هستند. 
اىن نىست که در ىک مثلث قائم الزاوىه صدق مى کند، بلکه اىن قضىه براى همۀ مثلث هاى قائم الزاوىه 
صحىح است، و ىا اهمىّت اتحّاد sin2x + cos2x = 1 در اىن است که x  هر زاوىه اى که باشد، اىن 

تساوى برقرار است. 

  8    ـ مثال نقض  1
 استدلال استنتاجى به ما اطمىنان مى دهد که نتىجهٔ به دست آمده حتماً درست است. اىن جامعىّت، 
ىکى از نشانه هاى اقتدار و زىباىى اىن نوع استدلال است. گاهى اتفّاق مى افتد که با مثالى، عمومىّت 

نتىجه اى که حدس مى زنىم نقض مى شود. 
 مثال 6     : بسىارى از اعداد طبىعى را مى توان به صورت حاصل جمع اعداد متوالى نوشت. 
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به نمونه هاى زىر توجّه کنىد:
٤ + ٣ + ٢ = ٩  
٥ +٤ +٣ +٢ + ١ = ١٥  
٧ +٦ +٥ +٤ = ٢٢  
١٤ +١٣ +١٢ = ٣٩  
٢٠ +١٩ +١٨ +١٧ = ٧٤  

حال اىن سؤال مطرح مى شود که آىا هر عدد طبىعى را مى توان به صورت مجموع اعداد متوالى 
نوشت؟

حل: براى درست فهمىدن مسأله، باىد به دو سؤال اساسى پاسخ گوىىم. اوّل آن که آىا مثال ها 
براى حل مسأله کافى هستند؟ و دوّم اىن که آىا امکان دارد که تمام اعداد طبىعى را براى بررسىِ داشتنِ 

چنىن کىفىّتى کنترل کرد؟
ىکى از راه هاى خوب آن است که سعى کنىم ىک عدد طبىعى بىابىم که چنىن کىفىّتى را نداشته 

باشد. از هر عددى که بخواهىم شروع مى کنىم و به جست    و جو ادامه مى دهىم. 
٢٢ +٢١ +٢٠ +١٩ +١٨ = ١٠٠ )  ج  ٥ +٤ +٣ = ١٢ )الف  
٣٤ +٣٣ +٣٢ +٣١ = ١٣٠ )  چ  ٩ + ٨ = ١٧ )ب  
٣ +٢ +١ = ٦ )  ح  ٨ +٧ +٦ +٥ = ٢٦ )پ  
٤ +٣ = ٧ )  خ  ١١ +١٠ +٩ = ٣٠ )ت  
? = ٨ )  د  ١٠ +٩ +٨ +٧ +٦ = ٤٠ )ث  

مى بىنىم که عدد 8 را نمى توان به صورت مجموع اعدادِ  متوالى نوشت. عدد 8 مثال نقضى 
است که نشان مى دهد هر عدد طبىعى را نمى توان به صورت اعداد متوالى نوشت. 

اگر دو نقطهٔ اختىارى بر روى پىرامون داىره را به وسىلهٔ ىک پاره خط به هم وصل  مثال 7     : 
کنىم، داىره به دو ناحىه تقسىم مى شود. با اتصّال سه نقطهٔ اختىارى بر روى داىره، داىره به 4 ناحىه تقسىم 
مى شود. شکل زىـر اىن مـوضوع را بـراى 2 ، 3 ، 4 و 5 نقطهٔ اختىارى بـر روى داىـره نشان مى دهد:
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٢٣٤٥تعداد نقطه ها

٢٤٨١٦تعداد ناحیه ها 

نتىجه احتمالى: اگر تعداد نقاط 6 باشد، تعداد ناحىه ها 32 است. 
هم وصل  به  پاره خط هاىى  وسىلهٔ  به  را  آنها  و  مى کنىم  اختىار  داىره اى  روى  بر  نقطه   6 حل: 
مى کنىم. با توجّه به شکل زیر، مى بىنىم که تعداد ناحىه ها به صورت 2 ، 4 ، 8 ، 16، ... افزاىش مى ىابند. 
با استدلال استقراىى، به نظر مى رسد که پاره خط هاىى که 6 نقطه را به هم متّصل مى کنند، داىره را به 32 
ناحىه تقسىم مى کنند. امّا با توجّه به شکل زیر مشاهده مى شود که اىن نتىجۀ احتمالى نادرست است. 

با شمردن تعداد ناحىه ها، مى بىنىم که تعداد آنها 30 است.

اىن مثال، معرّف مراحلى است که  نشان دهندهٔ  نادرستى حدس ما است. اگرحتّى ىک مثال پىدا 
شود که حدس ما را نادرست کند، گوىىم که با مثال نقض نادرستى حدس ثابت شده است. 

  به مثالى که نشان دهد نتىجه گىری کلّى غلط است، مثال نقض مى گوىند.

مثال 8     : براى هر دو عدد گنگ x و y مى خواهىم ببىنىم آىا x + y نىزگنگ است ىا خىر؟
 ،x + y اى پىدا مى شوند که گنگ  باشند امّا مجموع آنها، ىعنى  y و x حل: کافى است نشان دهىم که

y را انتخاب کنىم، مى بىنىم = −2 2 x و  = +2 2 گنگ نباشد.براى اىن کار اگر دو عدد گنگ 
x y ( ) ( )+ = + + −2 2 2 2  

= 2 + 2 = 4                                                                                                
که ىک عدد گوىا است. پس اىن مثال، نتىجه گىرى کلىّ را نقض کرد. ىعنى مجموع دو عدد گنگ 

همىشه ىک عدد گنگ نىست.
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 ـ9 ـ قضاىای شرطى  1
پىامدهاى  از  مردم  کردن  آ گاه  هدف شان  معمولاً   که  فارسى  المثل هاى  ضرب  با  شما  بىشتر 
کارهاى بخصوصى است آشنا هستىد. » نابرده رنج گنج مىسّر نمى شود «، » کارها نىکو شود امّا به  صبر « 
به ترتىب شرط » رنج  تا کامروا باشى « از اىن نوع ضرب المثل ها هستند، ىعنى اگر  و » سحرخىز باش 
بردن «،  » صبورى « و » سحرخىزى « وجود داشته باشد، آنگاه » رسىدن به گنج «، » نىکوىى در کارها « و 

» کامرواىى « مىسّر مى شود.
همان طور که دقّت کرده اىد، در سرتاسر رىاضى که  تا به حال ىاد گرفته اىد، به دفعات با جملات 
تمام مقادىر حقىقى  x برقرار هستند روبرو  شرطى از قبىل » اگر x > 5 آنگاه 2x > 10« که به ازاى 

شده اىد. اىن نوع جملات را قضاىاى شرطى مى نامند.
قسمت شرطى چنىن جمله هاىى ) در مثال بالا x > 5( را فرض قضىه و نتىجهٔ جمله را ) در مثال 

بالا 2x > 10( حکم قضىه مى نامند.
به ىک  مثال 9     : » هر نقطهٔ دلخواه روى عمود منصّف ىک پاره خط، از دو سر آن پاره خط 
فاصله است « مثالى از ىک قضىهٔ شرطى است که در آن M معرّف نقطهٔ دلخواه بر عمود منصّف پاره خط 

AB است و
فرض:نقطهٔ   M بر عمود منصّف پاره خط AB است.

MA = MB :حکم
حال به مثال زىر و وىژگى آن توجّه کنىد:

مثال 10     : اگر نقطهٔ M از دو سر پاره خط AB به ىک فاصله باشد ىعنى: MA=MB، آنگاه 
M بر عمود منصّف پاره خط AB قرار دارد. 

دىده مى شود  که جاى فرض و حکم در اىن مثال، با  فرض و حکم مثال بالا عوض شده است.

 جای فرض و حکم در عکس قضىۀ شرطى با هم عوض مى شوند.

نکته : باىد توجّه داشت که همىشه عکس قضىه، ىک قضىه نىست.
x2 > 0  آنگاه ،x > 0 مثال 11     : اگر

اىن مثال ىک قضىه است که در آن:
x > 0 :فرض
x2 > 0 :حکم
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حال عکس اىن قضىه را در نظر بگىرىد
» اگر x2 > 0، آنگاه x > 0« که در اىنجا

x2 > 0 :فرض
x > 0 :حکم

امّا اىن ىک قضىهٔ کلى نىست، زىرا به ازاى x هاى منفى ــ در حالى که فرض درست است ــ 
.x = -1 < 0 امّا x2 = (-1)2 = 1> 0 ًحکم درست نىست.مثلا

 ـ10 ـ اثبات بازگشتى  1
از دانش آموزان کلاسى خواسته شده بود که قضىهٔ زىر را اثبات کنند:

قضىه: ثابت کنىد که به ازاى هر دو عدد حقىقى و مثبت x و y،نا برابرى زىر همىشه برقرار است.

(x y) xy+ ≥1

2   )1(

نحوهٔ استدلال ىکى از دانش آموزان چنىن بود:
او طرفىن )1( را به توان 2 رساند:

x2 + 2xy + y2 ≥ 4xy  )2(
سپس 4xy را از طرفىن ) 2( کم کرد و آن را بدىن صورت نوشت:

x2 - 2xy + y2 ≥ 0  )3(
(x - y)2 ≥ 0  )4(

و نتىجه گرفت که چون همىشه 2(x - y) مثبت ىا صفر است، پس ) 4( برقرار و حکم ثابت است. 
اىن گونه استدلال وىژهٔ اىن دانش آموز نىست و در بىن ساىر دانش آموزان نىز کم و بىش مرسوم 
 است. آنها به جاى اثبات حکم، آن حکم را درست فرض کرده و به ىک نتىجهٔ بدىهى ىا دانسته شده 
ـ مى رسند. اىن شىوه،اثبات نىست بلکه اىدهٔ خوبى براى اثبات به دانش آموزان  ــ ىعنى از حکم به فرض ـ
براى  از چنىن روش هاى شهودى  استفاده  گفته شد،  نىز  اىن فصل  ابتداى  در  و همچنان که  مى دهد 
فهمىدن استدلال واقعى مفىد است. با اىن حال باىد دقّت داشته باشىم که استدلال شهودى ــ هرچند 
طبىعى و مفىد ــ اگرچه مى تواند مارا به طرف اثبات رىاضى راهبرى کند امّا ىک اثبات رىاضى نىست.
حال به بررسى مجدد اثبات فوق مى پردازىم. مى بىنىم که در  واقع اىن دانش آموز عکس قضىهٔ 

فوق را ثابت کرده بود، ىعنى با فرض درستى 
 (x y) xy+ ≥1

2
                                                                                         )1(
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به درستى ) 4 (، ىعنى 2 ≥ 0(x - y)، رسىده بود. درحالى که فرض قضىه اىن بود که x و y اعداد 
اثبات درستى  ىعنى  اثبات حکم  برقرار است و هدف،  آنها )4(  حقىقى و مثبت هستند، پس در مورد 

نامساوى )1( است: 
(x y) xy+ ≥1

2  
با اىن توضىحات، دوباره به اثبات رىاضى اىن قضىه مى پردازىم. 

 x2 - 2xy + y2 ≥ 0 همىشه بزرگ تر و ىا مساوى صفر است ، نامساوى ) 3( ىعنى (x - y)2 اثبات:  چون
از آن نتىجه مى شود. 

با افزودن 4xy به طرفىن نامساوى ) 3(، نامساوى )2( به دست مى آىد، ىعنى:
x2 + 2xy + y2 ≥ 4xy  )2(

نامساوى )2( را مى توان به صورت زىر نوشت:
(x + y)2 ≥ 4xy  

چون x و y  هر دو مثبت هستند، درنتىجه:
(x y) xy+ ≥2 4  

و ىا:
(x y) xy+ ≥ 2  

که با تقسىم طرفىن بر 2 دارىم:

	 (x y) xy+ ≥1

2
 

 
تساوی ها،  مورد  در  خصوص  به  ـ  قضىه ها   از  بعضى  اثبات  برای  گاهى   
نامساوی ها و تساوی  مجموعه ها ـ  با استفاده از درستى حکم به ىک رابطۀ بدىهى و 
ىا فرض قضىه مى رسىم. در چنىن حالتى، برای تکمىل اثبات مى باىستى نشان دهىم 
که تمام مراحل انجام شده بازگشت پذىر هستند وگرنه درستى اثبات تأىىد نمى شود. 

گاهى براى ارزىابى ذکاوت و دقت افراد، اثبات هاىى ارائه مى شود که در آنها درستى تساوى هاى 
غىر ممکنى را با اىجاد شبهه در فرد نشان مى دهند! و سپس از آنها علت را جوىا مى شوند ؟! در واقع، 
در اىن گونه اثبات ها، حکم را فرض در نظر گرفته، روى آن عملىاتى انجام داده و ظاهراً گاهى )اکثر 
اشتباهات( در اثبات قضىه ها و حل مسائل رىاضى حکم را فرض در نظر گرفته ، روى آن عملىات انجام 
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داده، ظاهراً به نتىجه مى رسىم! به مثال زىر توجه کنىد:
مثال 12     : ثابت کنىد  6 = 2!

اثبات: 
 2=6       )1(

		 با توجه به خاصىت جا به جاىى تساوى 
6=2  )2(

ــــــــــــــ سپس از جمع دو رابطهٔ )1( و )2( خواهىم داشت! 
 8 = 8  )3(

 
که  است  درست  اثبات  اىن  درصورتى  تنها  که  مى دانىم  گرفتىم،  ىاد  که  مطالبى  به  توجّه  با  امّا 
برگشت پذىر باشد، ىعنى بتوانىم از )3( به )2( و سپس به )1( برسىم. درحالى که با ىک نگاه درمى ىابىم 
که چنىن امرى محال است ىعنى از )3( که 8=8 است نمى توانىم به تساوى )2 ( که  2=6 و سپس به 
تساوى )1( که  6 =2 است برسىم. درنتىجه عدم برگشت پذىرى ادّعاى فوق نشان مى دهد که اثبات مذکور 
نادرست  و فقط اىجاد شبهه بوده است! در واقع در اثبات فوق، حکم را فرض در نظر گرفته، روى آن 

عملىاتى انجام داده و ظاهراً به نتىجه رسىدىم.
تمرىن : اثبات مثال 12 را با اثـبات دانش آموز در بخش 1ــ10 مقاىسه کنـىد. چه نتىجه اى 

مى گىرىد؟

 » همه مى دانند که اگر کسى جواب معمّا1 را به شما گفته باشد، حلّ  آن 
ساده خواهد بود. به سادگى مى توان گفت که اىن عمل ىک آزمونِ حافظه است. فقط 
درصورتى مى توانىد ادّعا کنىد ىک رىاضى دان هستىد که معمّاهاىى را که قبلاً هرگز 

مطالعه نکرده اىد حل کنىد. اىن ىک آزمونِ  استدلال کردن است. «
                                                                                                                           ساىر2

Puzzle ــ 1
W.W. Sawyer: Mathematician’s Delight ــ 2
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1 ــ با استفاده از استدلال استنتاجى، نتاىج زىر را کامل کنىد.
الف( اگر باران ببارد، زمىن مرطوب مى شود. الآن باران مى بارد.

نتىجه:زمىن  است.
ب( خطوط موازى هىچ گاه ىکدىگر را قطع نمى کنند. خطوط L1 و L2 موازى هستند.

 L2 و L1 :نتىجه
2 ــ آىا نتاىج زىر از عبارات داده شده حاصل مى شوند؟ جواب خود را توضىح دهىد.

الف( تمام دانش آموزانى که رىاضى ىاد مى گىرند مى توانند محاسبه کنند.
حمىد دانش آموزى است که رىاضى ىاد مى گىرد.

نتىجه: حمىد مى تواند محاسبه کند.
ب( بعضى از دانش آموزان با طرز کار کامپىوتر آشنا هستند.

نرگس دانش آموز است.
نتىجه: نرگس با طرز کار کامپىوتر آشنا است.

پ( مثلث متساوى الساقىن داراى حداقل دو ضلع مساوى است.
مثلث متساوى الاضلاع داراى سه ضلع مساوى است.

نتىجه: هر مثلث متساوى الاضلاع، ىک مثلث متساوى الساقىن است.
3 ــ نشان دهىد که چرا مجموع دو عدد زوج همىشه زوج است؟

4 ــ على، احمد، کامران، داوود و ابراهىم عضو تىم بسکتبال مدرسهٔ خود هستند.
با توجّه به شراىط زىر، آنها را برحسب افزاىش قد مرتبّ کنىد:

الف( حداقل دو نفر از آنها از على کوتاه تر مى باشند،
ب( داوود از کامران کوتاه تر است،

پ( احمد کوتاه ترىن پسر نىست، 
ت( داوود از على بلندتراست.

5  ــ کدام ىک از عبارات زىر درست و کدام ىک غلط ) نادرست ( است. در صورت غلط بودن 
ىک مثال نقض پىدا کنىد.

الف( اگر 1 با هر عدد فردى جمع شود، نتىجه همىشه ىک عدد زوج است.

تمرین
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ب( توان دوم ىک عدد همىشه از آن بزرگ تر است.
پ( مجموع دو زاوىهٔ حادّه کمتر از °180 است.

ت( همىشه ارتفاع ىک مثلث داخل آن قرار مى گىرد.
ث( هر مستطىلى ىک مربع است.
ج( هر مربعى ىک مستطىل است.

6 ــ نمونه هاى زىر را درنظر بگىرىد:
6 = 12 + 12 + 22  
14 = 12 + 22 + 32  
24 = 22 + 22 + 42  
59 = 12 + 32 + 72  
61 = 32 + 42 + 62  

 89 = 22 + 22 + 92  
نتىجهٔ احتمالى آن است که: هر عدد طبىعى را مى توان به صورت مجموع سه مربع کامل 

نوشت. با ارائه ىک مثال نقض نشان دهىد که نتىجه گىرى فوق غلط است.
7 ــ کدام ىک از احکام زىر درست هستند؟

الف( اگر x گنگ و y گوىا باشد، آنگاه )x+y ( گوىا است.
ب( اگر x وy هر دو گوىا باشند، آنگاه x+y گوىا است. 

احکام درست را اثبات کنىد و براى رد احکام نادرست مثال هاى نقض بىاورىد. 
8   ــ بعضى از احکام زىر قضاىاى کلىّ هستند. قضاىاى کلىّ را اثبات کرده و براى نادرستى باقى 

احکام مثال نقض بىاورىد:
الف( حاصل ضرب هر دو عدد حقىقى کوچک تر ىا مساوى نصف مجموع مربع هاى آنهاست.

ب( مربع هىچ عدد صحىح صفر نىست.
پ( هر دو زاوىهٔ مساوى، متقابل به رأس هستند.

.x > 2  آنگاه ،x > 1 ت( اگر
 .x > 1 آنگاه ،x > 2 ث( اگر

.x = 1 آنگاه ،(x -1)2 = 0 ج ( اگر
.b = 0  و a = 0 آنگاه ،ab = 0 چ ( اگر
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 ـ11 ـ برهان خلف ) اثبات غىرمستقىم (  1
گاهى اوقات براى اثبات ىک قضىه، ابتدا فرض مى کنىم که حکم قضىه درست نباشد. آنگاه با 

استفاده از روش استنتاج  به ىک تناقض مى رسىم. 
مثال 1     : نشان دهىد که با فرض صحىح بودن n، اگر n2 زوج باشد، n نىز زوج است.

حل: به جاى اثبات زوج بودن n، مى توانىم نشان دهىم که n نمى تواند فرد باشد. 
ابتدا فرض مى کنىم n فرد باشد ىعنى n = 2k + 1 که دراىنجا  k ىک عدد صحىح است.درنتىجه 

دارىم:
n2 = (2k +1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 4(k2 + k) + 1  

و اىن نشان دهندهٔ آن است که n2 فرد است. 
مى بىنىم که اىن ىک تناقض است. زىرا فرض مسئله بر اىن بود که n2 زوج باشد. ىعنى n2 نمى تواند 
هم زوج ) طبق فرض مسئله ( و هم فرد ) طبق نتىجه اى که به دست آورده اىم ( باشد، بنابراىن به ىک تناقض 
مى رسىم. تنها توجىه اىن تناقض آن است که فرض فرد بودن n نادرست است، پس  n باىد زوج باشد.

مثال 2     : فرض کنىد AD نىمساز زاوىه A در مثلث ABC باشد. اگر BD ≠ CD ثابت کنىد 
.AB ≠ AC

حل: اثبات را از طرىق برهان خلف انجام مى دهىم. فرض کنىد نتىجه مطلوب ىعنى AB ≠ AC درست 
نباشد ىعنى AB=AC.   بنابراىن مثلث  ABC متساوى الساقىن است. مى دانىم در مثلث متساوى الساقىن 
نىمساز AD مىانه نىز هست. بنابراىن BD = DC که اىن با فرض مسئله ىعنى BD ≠ CD در تضاد است. 

.AB ≠ AC رد مى شود. ىعنى AB ≠ AC بنابراىـن فرض درست نبودن
روش استدلالى مورد استفاده در دو مثال قبل را برهان خلف ىا اثبات غىرمستقىم مى نامند که 

در تمام رىاضىّات کاربرد دارد.

برهان خلف
برای استفاده از برهـان خلف ) اثبات غىرمستقىم ( گام های زىر را در نظر مى گىرىم :

گام 1: فرض مى کنىم نتىجۀ مطلوب درست نباشد.
گام 2  : نشان مى دهىم که اىن فرض نتىجه ای به دست مى دهد که حقاىق دانسته شده 

A

B D C
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را نقض مى کند.
گام 3 : حال که به ىک تناقض رسىده اىم، معلوم مى شود که فرضى که در گام اوّل 

کرده  بودىم نادرست است. بنابراىن نتىجۀ مطلوب باىد درست باشد. 

2 گنگ است. مثال 3     : نشان دهىد که 
2 گنگ نبوده، گوىا  باشد ) گام 1 (.  اثبات: فرض کنىم نتىجهٔ مطلوب درست نباشد ىعنى 
q  و p  مى نوىسىم که در آن p

q
2 را به صورت کسر  حال با توجّه به تعرىف گوىا بودن ىک عدد، 

p به ساده ترىن صورت خود است. ىعنى p و  q نسبت به هم اوّل 
q

اعداد صحىح ) متعلقّ به Z ( و کسر 
هستند ىعنى 1 = (p,q) و 

2  = p
q  )1(

طرفىن )1( را به توان دو مى رسانىم:
p
q

=
2

2
2  )2(

سپس با ضرب طرفىن )2( در q2 خواهىم داشت:
2q2 = p2  )3(

 ،p  عددى زوج است. حال طبق مثال 1، مى دانىم که با فرض صحىح بودن p2 از )3 ( نتىجه مى شود که
اگر p2 زوج باشد، p نىز زوج است ىعنى:

p = 2k  )4(
درنتىجه:

p2 = 4k2  )5(
در ) 5 ( به جاى p2 ، معادل آن را از ) 3 ( که همان ٢q2 باشد جاىگزىن مى کنىم:

2q2 = 4k2  )6(
پس از تقسىم طرفىن بر 2 دارىم:

q2 = 2k2  )7(
از )7( نتىجه مى گىـرىم که q2 زوج بـوده، بـاز طبـق مثالq ،1 نىز زوج است و اىـن خلاف فرض است. 
زىـرا در اىن صورت   pو  q هر دو مضارب 2 هستند و نمى توانند نسبت به هـم اوّل بـاشند ) گام 2 (. 

2 مى باىستى گنگ باشد . 2 نادرست بوده پس  درنتـىجه فرض گوىا بـودن 
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تمرین

 اگر مطالب ىک موضوع درسى ىکدىگر را نقض کنند، آن درس گىج کننده 
مى شود. با اىن حال در استدلال استنتاجى  گاهى وقت ها اگر سعى کنىم و عامدانه 

به تناقض برسىم مفىد خواهد بود !
هارولد ژاکوبز، 1 1974  

 ـ12 ـ اصل لانه کبوتر  1
بسىارى از بدىهىات دنىاى اطراف و زندگى روزمرّهٔ ما، قانونمندى رىاضى دارند و درعىن سادگى 
و ظرافت، داراى کاربردهاى گوناگون و متنوّع هستند. به عنوان مثال، واضح است که اگر 5  کبوتر به 
طرف 4 لانه پرواز کنند و بخواهند داخل لانه ها بشوند، حداقل ىکى از لانه ها شامل دو کبوتر خواهد 

H. Jacobs ــ 1

با استفاده از روش استدلالى برهان خلف، احکام زىر را ثابت کنىد:
1 ــ اگر n عددى صحىح و n2 فرد باشد، نشان دهىد n نىز فرد است.

2 ــ اگر n2 مضربى از 3 باشد، نشان دهىد که n نىز مضربى از 3 است. 
3 ــ اگر n2 مضربى از 10 باشد، نشان دهىد که n نىز مضربى از 10 است.

4 ــ از ىک نقطه خارج ىک خط نمى توان بىش از ىک خط بر آن عمود کرد.
3 گنگ است. 5  ــ ثابت کنىد 

) بخوانىد d موازى  ′d( و   d||d′ باشند و  ′′d دو به دو متماىز  6 ــ اگر سه خط راست d′، d و 
.d||d′′ آنگاه ،d′||d′′

( گنگ است. 2  - 3 7 ــ ثابت کنىد ) 
8 ــ ثابت کنىد اگر x گوىا و y گنگ باشد، آنگاه ( x + y) گنگ است.

9ــ به برهان خلف ثابت کنید اگر p عددی اول باشد آنگاه به یکی از دو صورت p = Sk + 1 یا 
p = Sk + 5 نوشته می شود. 
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بود! همچنىن اگر 9 نفر در ىک مىهمانى حضور داشته باشند،حداقل روز تولد دو و ىا چند نفر از آنها 
در ىک روز هفته مى باشد. مثال هاىى از اىن قبىل براى همهٔ ما آشناست. اصل لانه کبوتر توجىه کنندهٔ 
دو مثال بالا و ىکى از همىن بدىهىات است که با اىن حال بعضى از مساىل پىچىدهٔ رىاضى را قابل حل 
مى کند. اىن اصل، بخصوص در مواقعى که مى خواهىم رخداد موقعىّت خاصّى را بررسى کنىم، مورد 

استفاده قرار مى گىرد.

 اصل لانه کبوتر
اگر m کبوتر، n لانه کبوتر را اشغال کنند و تعداد کبوترها بىش از تعداد لانه کبوترها 
باشد ) m  >  n (،آنگاه  طبق اصل لانه کبوتر حداقل ىک لانه کبوتر وجود خواهد داشت 

که دست کم دو کبوتر در آن قرار داشته باشند. 

مثال S :     1 ىک زىرمجموعهٔ 37 عضوى از اعداد طبىعى است. اگر اعضاى S را بر عدد 36 
تقسىم کنىم، حداقل دو عضو از اىن مجموعه داراى باقىماندهٔ ىکسانى بر 36 هستند.

حل: مى دانىم که تقسىم هر عدد طبىعى n بر 36 به صورت n = 36q + r است که q خارج قسمت، 
r باقىمانده و r < 36 ≥ ٠ است. بنابراىن مجموعهٔ باقىمانده ها، ىعنى {35 ,...,0,1,2}، داراى 36 
عضو است. مشابهت اىن مثال با لانهٔ کبوتر چنىن است که اگر اعضاى S ) 37 عضو ( را  تعداد کبوترها 
و تعداد باقىمانده ها ) 36 ( را لانه کبوترها در نظر بگىرىم، آن وقت درمى ىابىم که حداقل ىکى از لانه ها 

پذىراى دو و ىا تعداد بىشترى کبوتر مى باشد! ىعنى:
 حداقل دو عضو از مجموعۀ S داراى باقىماندۀ ىکسانى بر 36 خواهند بود.

تمرىن: S ىک زىرمجموعهٔ 70 عضوى از اعداد طبىعى است.اگر اعضاى S را بر 25 تقسىم 
کنىم، نشان دهىد که دست کم سه عضو S داراى ىک باقىمانده اند.

مثال 2     : پنج نقطه داخل مربعى به ضلع 1 مفروض اند.  ثابت  کنىد  حداقل فاصلهٔ  دو  نقطه از 

2 است.

2
اىن پنج نقطه کمتر از 

حل: با رسم محورهاى تقارنى که موازى اضلاع هستند، سطح مربع را به 4 مربع مساوى تقسىم 
مى کنىم ) مطابق شکل (.  

4 مربع کوچک تر را 4 لانه کبوتر و 5 نقطهٔ مفروض را 5 کبوتر در  نظر مى گىرىم که مى خواهند به 
داخل لانه ها برگردند در ضمن، نقاط روى مرز را متعلقّ به هر دو مربع مى گىرىم . بنابر اصل لانه کبوتر، 
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A

B
H

1

2

حداقل دوتا از نقطه ها به ىکى از مربع هاى کوچک تعلقّ دارند 
ــ  همان طورى که حداقل دو کبوتر، به  لانهٔ  مشترک مى روند  ــ 
دو  آن  فاصلهٔ  که  درمى ىابىم  فىثاغورس  از قضىهٔ  استفاده  بـا  و 
2 است. با توجّه به شکل ، صحّت اىن ادّعا را 

2
نقطه کمتر از 
نشان مى دهىم

محاسبه: با توجّه به اىنکه طول ضلع مربع بزرگ 1 است، 
1 و فاصلهٔ دو نقطهٔ A و 

2
درنتىجه طول ضلع مربع هاى کوچک  

B با استفاده از قضىهٔ فىثاغورس به دست مى آىد:
(AB)2 = (AH)2 + (BH)2  

1 که طول ضلع مربع هاى کوچک است کمتر 

2
امّا شکل معلوم مى کند که طول هاى AH و BH از 

هستند. درنتىجه:
(AB)    < +      

2 2
2 1 1

2 2  

          
(AB) <2 2

4  

AB < 2

2
ىعنى: 

 و حکم ثابت است.

تمرین

1 ــ13 نـفر در ىک مىهمـانى حضور دارنـد. نشان دهىد حداقل 2 نفر از آنها در ىک ماه متولدّ شده اند. 
2 ــ آمار نشان مى دهد که تعداد تارهاى موى سر افراد بىش از 300000 نىست.ثابت کنىد در شهرى 
که 300002 نفر جمعىّت دارد، حداقل دو نفر از شهروندان تعداد تارهاى موىشان با هم مساوى است.
3 ــ مثلث متساوى الاضلاع ABC به ضلع 1 مفروض است. پنج نقطه را در داخل مثلث درنظر 

1 است.

2
مى گىرىم. نشان دهىد حداقل دو نقطه وجود دارند که فاصلهٔ آنها کمتر از 

4 ــ نشان دهىد هر زىرمجموعه اى از مجموعهٔ S = {1,2,3,...,9} که داراى 6 عضو باشد 
حداقل دو عضو دارد که مجموع آنها برابر 10 است.

5 ــ در یک دبیرستان با ٢٥٥ دانش آموز ثابت کنید حداقل ٤ نفر روز، هفته و ماه تولد یکسان دارند.  
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مجلۀ رىاضى
بىستم  قرن  اواىل  و  نوزدهم  قرن  اواخر  از  مجموعه ها  نظرىۀ 
مىلادی مطرح شد و پس از مدتى به عنوان مبانى رىاضىات جاىگاه 

وىژه ای پىدا کرد.
رىاضى دانان گوناگونى در تحکىم اىن نظرىه فعاّلىت داشته اند ولى 
رىاضى دان آلمانى گ.کانتور در اىن مورد نقشى اساسى داشت. 
در  خانواده اش  شد،  متولد  )روسىه(  سن پترزبورگ  در  کانتور 
طفولىت وی به آلمان مهاجرت کردند. وی در سال های 1872 
الى 1913 استاد دانشگاه هالد در آلمان بود و در اىن دوران آثار 

عمىق خود را در نظرىه مجموعه ها تألىف کرد.


