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  اهداف کلی فصل 5  

دانش آموزان در فصل قبل با مفهوم مشتق آشنا شده اند و مهارت های محاسبه مشتق توابع مختلف را 
کسب کرده اند. در این فصل وقت آن رسیده است دانش آموزان پاسخ این سؤال را دریافت کنند که مشتق 

در کجا به کار می آید؟
بعد از یادگیری هر مسئله یا مطلب تئوری ریاضی، نخستین سؤالی که به ذهن می آید این است که دانستن 
این موضوع چه فایدهٔ عملی می تواند برای ما داشته باشد؟ گرچه ریاضی درس شیرینی است، اما بسیاری از 
دانش آموزان در کلاس این درس از خود می پرسند این مباحث به چه درد ما می خورد؟ متأسفانه بسیاری 
از کاربردهای مهم و جالب ریاضی نیازمند آشنایی با مباحث پیچیده تئوری وسطح بالای دانشگاهی است 
البته این به معنای آن نیست که نمی توان کاربردهای ساده و سطح پایین ریاضی که قابل درک برای عموم 

دانش آموزان راهنمایی یا دبیرستان باشد پیدا کرد.
در این فصل کاربردهایی از مشتق بیان می شود که شامل یافتن اکسترمم های نسبی و مطلق تابع و حل 
مسائل بهینه سازی و رسم نمودار توابع می باشد. بهینه سازی یک کاربرد ملموس از مشتق در امور روزمره 
می باشد که می تواند برای دانش آموزانی که همواره به دنبال کاربرد ریاضیات در امور روزمره هستند جالب 

باشد.
به طور  توابع  مطلق  مینیمم  و  ماکسیمم  و همچنین  توابع  نسبی  مینیمم  و  ماکسیمم  مفاهیم  اول  در درس 
تفهیم کامل می شود. سپس قضیه اکسترمم  آنها،  نمودار  توابع و  از روی ضابطه  تعریف می شوند و  دقیق 
دارای  بازه حتماً  این  آنگاه در  باشد  پیوسته   ]a,b[ ٔدربازهٔ بسته f تابع  اگر  بیان می دارد  )یا قضیه قرینه( که 
ماکسیمم مطلق و مینیمم مطلق می باشد بیان می گردد. با کمک این قضیه دو مسئله بهینه سازی حل می شوند. 
سپس با استفاده از یک قضیه، رابطه مشتق تابع و صعودی یا نزولی بودن تابع بیان می گردد و روش یافتن 

اکسترمم های نسبی تابع با کمک آزمون مشتق اول بیان می شود.

 کاربردهای مشتق
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در درس دوم ابتدا مفهوم جهت تقعر تابع با رسم نمودارهایی بیان می شود و رابطه جهت تقعر و مشتق 
دوم به صورت مفهومی تدریس می شود و در نهایت، قضیه ای که این ارتباط را بیان می دارد گفته می شود.

سپس نقطهٔ عطف تابع تعریف می شود و روش محاسبه آن که با استفاده از مشتق دوم صورت می گیرد، بیان 
می گردد.

در درس سوم روش رسم نمودار توابع با استفاده از اطلاعاتی که از درس های اول و دوم حاصل شده 
است بیان می شود و روش های رسم نمودار توابع درجه سوم و نمودار توابع هموگرافیک با مثال هایی توضیح 

داده می شود.

  نقشه مفهومی  

کاربردهای مشتق

اکسترمم های نسبی و مطلق و 
صعودی یا نزولی بودن توابع

جهت تقعر و نقاط
رسم نمودار توابع عطف تابع

اکسترمم های 
نسبی و 

اکسترمم های 
مطلق

مسائل 
بهینه سازی

صعودی یا 
نزولی بودن 

توابع

آزمون
 مشتق اول

تعریف جهت 
تقعر و نقاط 

عطف

قضیه اصلی 
تعیین جهت 
تقعر و نقاط 

عطف

روش رسم 
نمودار توابع 

درجه 3

روش رسم
 نمودارتوابع 
هموگرافیک



108

  تصویر عنوانی  

در تصویر ابتدای فصل بخشی از یک جاده بیرون  شهری )واقع در گردنه حیران اردبیل( که تقریباً شبیه 
نمودار سهمی می باشد آورده شده است. مشتق توابع در رسم نمودار آنها و همچنین بررسی ویژگی ها و نقاط 
خاص این گونه نمودارها مانند نقاط اکسترمم نسبی و عطف، کاربرد فراوانی دارد. همچنین با داشتن معادله 

حرکت یک جسم مانند اتومبیل، به کمک مشتق می توان سرعت و شتاب آن را محاسبه نمود.

   دانستنی هایی برای معلم  

یکی از کاربردهای مهم مشتق تعیین شیب خط مماس بر منحنی )در صورت وجود( می باشد که در فصل 
قبل ضمن بیان درس، این کاربرد هم بررسی شده است.

یکی دیگر از کاربردهای مهم مشتق قاعده هوپیتال می باشد. با کمک این قاعده بسیاری از حدهایی که 
∞ رخ می دهد را بسیار ساده تر از روش های اولیه آنها می توان رفع ابهام کرد. 

∞
0 یا 

0
برای آنها حالت مبهم 

صورت قاعدهٔ هوپیتال به صورت زیر است:

( آنگاه  (lim
) (→

′
′x a

f x
g x

lim آنگاه در صورت وجود  ) (
→

=
x a

g x lim و 0 ) (
→

=
x a

f x اگر 0

) ( ) (lim lim
) ( ) (→ →

′
= ′x a x a

f x f x
g x g x

( و به کارگیری قاعدهٔ هوپیتال برای  ( ) (lim lim
) (

) (
→ →

= =
x a x a

f x g x
g x

f x

1
0

1 0
( با توجه به اینکه  (lim

) (→

∞
=
∞x a

f x
g x

اگر 

) ( ) (lim lim
) ( ) (→ →

′
= ′x a x a

f x f x
g x g x

( می توان نتیجه گرفت:   (lim

) (
→x a

g x

f x

1

1
حد 

∞ نیز می توان به کار برد.
∞

یعنی قاعده هوپیتال را برای حالت مبهم 

بنابراین از قاعده هوپیتال می توان در رفع ابهام حدهایی که تجزیه صورت و مخرج آنها بعضاً بسیار دشوار 

می شود   00 مبهم  حالت  که   lim
cos) (→

−
+ − −

5

31

1

1 2x

x

x x
حد  محاسبه  برای  مثلاً  نمود؛  استفاده  می باشد 
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داریم:

?
lim lim

cos) ( sin) (→ →

−
= = =

−+ − − − −

5 5 4

3 21 1

1 1
1 15 5

3 0 151 2 3 1x x

x x
x x x x  

جالب است بدانید که قاعده هوپیتال در واقع متعلق به هوپیتال )گیوم لوپیتال( نمی باشد و متعلق به یوهان 
برنولی )معلم هوپیتال( می باشد.

پیشرفت حساب دیفرانسیل و انتگرال در قرن هفدهم میلادی توسط آگوستین لویی کوشی، برنارد ریسمان 
و برادران برنولی )ژاکوب و یوهان( صورت پذیرفت. در سال 1696 هوپیتال خلاصه ای از درس هایی که 
یوهان برنولی به او داده بود را در کتابی به نام »آنالیز بی نهایت کوچک ها برای بررسی منحنی ها« منتشر کرد 

که در این کتاب قاعده رفع ابهام حد با استفاده از مشتق که به قاعدهٔ هوپیتال معروف است نیز آمده است.
آزمون مشتق اول آزمونی برای یافتن اکسترمم های نسبی یک تابع می باشد اما آزمون دیگری هم برای این 

کار وجود دارد که به آزمون مشتق دوم معروف است و در این فصل به آن اشاره ای نشده است.
علت اینکه آن را آزمون مشتق دوم می نامند، استفاده از مشتق دوم تابع برای تعیین نقاط اکسترمم  نسبی 

)y  ′ است. )به جای رسم جدول تعیین علامت
آزمون مشتق دوم به صورت زیر بیان می شود:

فرض کنید تابع f در نقطهٔ a دارای مشتق دوم باشد و f    ′)a(=0 در این صورت:
الف( اگر 0> )f    ″)a باشد آنگاه a طول نقطهٔ مینیمم نسبی f می باشد.

ب( اگر  0< )f    ″)a باشد آنگاه a طول نقطهٔ ماکسیمم نسبی f می باشد. 
پ( اگر 0= )f    ″)a باشد این آزمون بی نتیجه است.

به عنوان مثال برای تعیین نقاط اکسترمم نسبی مثال صفحهٔ 123 کتاب درسی به کمک آزمون مشتق دوم 
داریم: 

 
) (

) (

f x x x x

x
f x x x

x

= − − +

=′ = − − = → 
= −

3 2

2

2 4 6

2
3 4 4 0 2

3

 
 

) (
) (

) (

′′ = ⇒′′ = − → 
′′ − = − ⇒

f
f x x

f

2 8
6 4 2

8
3

 
x =2 طول نقطهٔ مینیمم تابع f می باشد.

= طول نقطهٔ ماکسیمم تابع f می باشد. −x
2
3
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   نمونه سؤالات ارزشیابی فصل 5    

( نقطهٔ )M)2,3 نقطهٔ اکسترمم نسبی است. مقادیر a و b را بیابید. ( +
=

x b
f x

ax

3

2
1 در تابع 

)b =4 و a =1 :جواب(

2 اگر تابع  x(=ax3+bx  +cx  +d(    fدر نقاط )1,2( و )2,3( دارای اکسترمم نسبی باشد مقادیر c,b,aو 

d را بیابید.

)d  =7 , c  =-12 , b  =9 , a  =-2 :جواب( 

+ باشد مقادیر a و b را بیابید. +
=

+
x ax b

y
x

2

1
3  اگر )A)-3,4 نقطه ماکسیمم نسبی تابع 

)a=2 و b=5 :جواب(

4  اکسترمم های نسبی تابع y   =x3+6x2-63x   +1 را بیابید.

 )جواب )7,393-( و )107- ,3((

5 تابع  y  =x4-4x  +2 در چه بازه ای صعودی و در چه بازه ای نزولی است؟

6  مینیمم مقدار تابع y   =x4-x2  +3 را روی بازهٔ ]0,1[ بیابید.

) 11
4

 )جواب: 

ماکسیمم  می کنیم.  محاط  استوانه  یک  سانتی متر   6 ارتفاع  و  سانتی متر   4 شعاع  به  مخروطی  در    7
مساحت جانبی استوانه را بیابید.

)12π :جواب( 
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8 در یک مخروط مجموع شعاع قاعده و ارتفاع برابر 3 سانتی متر است. ماکسیمم حجم این مخروط 
را بیابید.

π4 = جواب(
3

(

10 محاط شده است. ارتفاع این استوانه  3 9  استوانه ای با ماکسیمم حجم در داخل کره ای به شعاع 
را بیابید.

 )جواب: 20(

10  از میان مثلث هایی که مجموع طول قاعده و ارتفاع وارد بر آن برابر 16 سانتی متر است، مثلثی که 
بیشترین مساحت را دارد اختیار کرده ایم. مساحت این مثلث را بیابید.

 )جواب: 32(

11  اگر نقطه )1,2( نقطه عطف تابع   y   =ax3+bx2 باشد، مقادیر  b,a را بیابید.
)b  =3 ,  a  =-1 :جواب(

= را بیابید.
+
x

y
x21

12 جهت تقعر و نقاط عطف تابع 

13  جهت تقعر و نقاط عطف تابع  y   = x4  -   8x3  -  72x2  +  25x    -4 را بیابید.

14  نمودار توابع زیر را رسم کنید.
   y  =x2-4x  +5)الف

   y  =8x2-48x2+96x   -64)ب

+ )پ  
=

+
x

y
x

1
2 4



   اهداف درس    

1  دانش آموز درک دقیق و شفافی از ماکسیمم و مینیمم نسبی تابع داشته باشد و فرق بین مقدار اکسترمم 

نسبی و نقطهٔ اکسترمم نسبی و طول نقطه اکسترمم نسبی را تشخیص دهد.
2  دانش آموز با دیدن نمودار یک تابع بتواند نقاط اکسترمم نسبی آن را تشخیص دهد.

3  دانش آموز تعریف ماکسیمم و مینیمم مطلق و فرق آنها با مینیمم نسبی و ماکسیمم نسبی را درک کند.

4  دانش آموز بتواند با کمک اکسترمم های مطلق، مقادیر بهینه  برای ماکسیمم سازی یا مینیمم سازی در 

مسائل کاربردی را محاسبه کند.

  روش تدریس   

شروع این درس با یک مثال از تابع دما ــ زمان می باشد که مفهوم اکسترمم های نسبی در آن توضیح داده 
شده است. معلم می تواند با مثال هایی مشابه سرعت ــ زمان )مربوط به سرعت حرکت یک اتومبیل در طول 

یک بازه زمانی( این مفاهیم را کامل تر توضیح دهد.
معلم بر فرق بین مقدار ماکسیمم نسبی، نقطه ماکسیمم نسبی و طول نقطه ماکسیمم نسبی و به همین شکل 
در مورد مینیمم نسبی تأکید کند تا دانش آموز به طور دقیق این اصطلاحات را به کار گیرد. همچنین تعریف 

1
درس

 اکسترمم های یک تابع و توابع صعودی و نزولی
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ماکسیمم مطلق و مینیمم مطلق و بیان فرق آنها و وجود یا عدم وجود آنها و مقادیر آنها با مقادیر ماکسیمم و 
مینیمم نسبی با استفاده از نمودار توابع و ضابطه آنها به طور دقیق صورت گیرد. کاردر کلاس صفحه 113 
برای تفهیم این مفاهیم و مقایسه اختلافات آنها می باشد. فعالیت صفحه 115 برای تفهیم اکسترمم های نسبی 
و مطلق در نقاطی که تابع مشتق ندارد یا پیوسته نیست می باشد و در ادامهٔ آن با انجام فعالیت صفحه 116 

دانش آموز آماده برای یادگیری قضیه صفحه 116 که به قضیه اکسترمم معروف است می گردد.
احساس  بازه  یک  در  مطلق  اکسترمم های  یافتن  برای  بحرانی  نقاط  تعریف  لزوم  قضیه  این  به  توجه  با 
می گردد. پس از تعریف نقاط بحرانی، دانش آموز آمادگی حل مسئله های بهینه سازی کاربردی را دارد که دو 

مثال صفحه 118 و 119 نمونه هایی از این مثال ها می باشند.
مثال ابتدای صفحه 118 مثالی است که در آن تمامی حالت های نقاط بحرانی وجود دارد و از این منظر 

مثال مناسبی است.
می باشد.  نزولی  یا  صعودی  آنها  در  تابع  که  می باشد  بازه هایی  یافتن  به  مربوط  اول  درس  بعدی  بخش 
مفهوم صعودی یا نزولی بودن تابع در فصل اول کتاب بیان شده است و در این درس رابطه بین صعودی 
یا نزولی بودن تابع با مثبت یا منفی بودن مشتق تابع بررسی می شود. فعالیت صفحه 120 به طور شهودی به 
دانش آموز می فهماند که رابطه بین صعودی بودن تابع و مثبت بودن مشتق تابع در یک بازه و همچنین رابطه 
بین نزولی بودن تابع و منفی بودن مشتق تابع در یک بازه چیست و با توجه به این فعالیت قضیه صفحه 121 
که نتیجه آن فعالیت است بیان می شود. فعالیت صفحه 122 ذهن دانش آموز را برای بیان آزمون مشتق اول 
آماده می کند. در این فعالیت به طور شهودی دانش آموز در می یابد که اگر تابع در نقطه ای پیوسته باشد و در 
همسایگی آن تعریف شده باشد و قبل از آن تابع صعودی و بعد از آن نزولی باشد آن نقطه، نقطهٔ ماکسیمم نسبی 

و اگر قبل از آن نزولی و بعد از آن صعودی باشد، آن نقطه مینیمم نسبی تابع می باشد.
مثال صفحه 123 بیان می دارد که چگونه با کمک آزمون مشتق اول می توان اکسترمم های نسبی یک 
تابع را یافت. کار در کلاس صفحه 124 مورد مناسبی است برای بررسی ارتباط بین رفتار یک تابع و رفتار 
f مانند  تابع  f ویژگی هایی از  تابع′  مشتق آن. در این مورد بر عکس عمل شده است یعنی از روی نمودار 

صعودی یا نزولی بودن و اکسترمم های نسبی بررسی می شوند. 



   اهداف درس    

1  دانش آموز مفهوم دقیق جهت تقعر منحنی را درک کند و بتواند از روی نمودار تابع جهت تقعر آن 

را تشخیص دهد.
2   دانش آموز روش تعیین جهت تقعر تابعی که ضابطه آن داده شده است را بیاموزد.

3   دانش آموز با مفهوم نقطهٔ عطف آشنا شود.

4  دانش آموز روش تعیین نقطهٔ عطف یک تابع را که ضابطه آن داده شده است فرا گیرد.

  روش تدریس   

بازه،  در یک  اگر  که  می یابد  در  آموز  دانش  و  بیان شده است  تقعر  مفهوم جهت  این درس  در شروع 
نمودار تابع بالای خطوط مماس برمنحنی در آن بازه قرار گیرد جهت تقعر در آن  بازه به سمت بالاست و اگر 
نمودار زیر خطوط مماس قرار گیرد جهت تقعر در آن بازه رو به سمت پایین است. در فعالیت صفحه 128 
سعی شده است رابطه بین علامت مشتق دوم تابع در یک بازه و جهت تقعر منحنی تابع در آن بازه بیان شود. 
در شکل )الف( ملاحظه می شود که شیب خط های مماس در حال افزایش هستند یعنی مشتق در این بازه 
صعودی است یعنی )x(″    f مثبت است و در شکل )ب( ملاحظه می شود که شیب خط های مماس در حال 
کاهش هستند یعنی تابع ′ f نزولی است که به معنی منفی بودن ″ f در این بازه است. این نکته در قالب قضیه 

صفحه 129 بیان شده است.
 y  =x4 , y  =x3 قسمت )پ( این قضیه حائز اهمیت است و لازم است معلم با ذکر مثال هایی مناسب مانند توابع
و  y  =-x4 این قسمت را به طور شفاف توضیح دهد. در کار درکلاس صفحه 130 هدف سنجش میزان یادگیری 
مفهوم جهت تقعر توسط دانش آموز می باشد. در قسمت دوم درس دوم نقطهٔ عطف تابع تعریف می شود. پس 
از تعریف روی بخشی از تعریف که بیان می دارد »در نطقهٔ عطف باید خط مماس موجود باشد« تمرکز می کنیم 
( سپس با استدلال  ) ( =f x x3 و با مثال هایی نموداری و ضابطه ای این مفهوم را روشن می کنیم )مانند تابع 
بیان می داریم که مشتق دوم در صورت وجود در نطقهٔ عطف برابر صفر می باشد. کار در کلاس صفحه 132 
مهارت دانش آموز در تشخیص نقاط عطف یک تابع را می سنجد. کاردرکلاس صفحه 135 رابطهٔ بین رفتار 

′     f با جهت تقعر f و همچنین صعودی یا نزولی بودن f را بیان می دارد.

2
درس

جهت تقعر نمودار یک تابع و نقطه عطف آن



   اهداف درس    

1  آشنایی با مفهوم نمودار یک تابع

2  بیان رابطه بین علامت مشتق اول و دوم تابع با رفتار تابع و جمع آوری آنها در قالب یک جدول تعیین 

.f     ″  )x( و f     ′ )x( و f       )x( ، x علامت شامل تغییرات
3  توانایی رسم نمودار توابع درجه 3 و توابع هموگرافیک.

  روش تدریس   

در ابتدا مفهوم نمودار تابع برای دانش آموز بیان می شود که به دانش آموز تفهیم می شود که هر نقطه از تابع 
معادل یک نقطه از صفحه دکارتی می باشد و تمام نقاط متناظر اگر در صحفه دکارتی تعیین شوند یک نمودار 

حاصل می شود که به آن منحنی نمودار تابع گفته می شود.
سپس با یادآوری رابطه بین علامت مشتق اول و مشتق دوم با رفتار تابع، نیاز به محاسبه مشتق اول تابع جهت 
تعیین صعودی یا نزولی بودن تابع و یافتن اکسترمم های نسبی آن و همچنین مشتق دوم تابع جهت تعیین جهت 
تقعر و نقاط عطف تابع بیان می گردد. سپس بیان شود که برای جمع بندی رفتار ′     f     ″ , f ، هر دوی آنها را همراه 
با تغییرات  x( , x(     f در یک جدول ارائه می دهیم و با استفاده از این جدول نمودار تابع  )f     )x را رسم می کنیم. 

اگر لازم شد از چند نقطهٔ کمکی هم برای رسم دقیق تر نمودار استفاده می کنیم.
رسم نمودار توابع درجه 3 تمرین خوبی برای این درس می باشد. فقط توجه شود که در حالت کلی امکان 
حل معادله درجه 3 وجود ندارد پس یافتن نقاط بر خورد نمودار تابع با محور xها در حالت کلی امکان پذیر نیست 

و لازم است مثال ها طوری طراحی شوند که معادله درجه 3 قابل تجزیه باشد مانند مثال دوم در صفحه 139.

≠
a b
c d

( که  C     ≠0  و  ( +
=

+
ax b

f x
cx d

یکی از توابع معروف در ریاضی تابع هموگرافیک است که به صورت  
می باشد. رسم نمودار این توابع نیز در این درس مورد توجه واقع شده است. تفاوت نمودار این توابع با توابع درجه   3 
وجود مجانب های افقی و قائم می باشد. معلم لازم است تا مفاهیم مجانب های افقی و عمودی را برای دانش آموز 

یادآوری کرده و سپس رسم نمودار توابع هموگرافیک را به ترتیب بیان شده توضیح دهد.

3
درس

رسم نمودار توابع
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  حل تمرین های فصل 5    

تمرین  ص  125
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0 a b0 a b0 a b

00 0

0 a b0
a b

f

f

 3

 4

 5

)پ()ب()الف(

)پ()ب()الف(
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  6

 f  )x(=3x2-2x   +5       ]-2,1[                                                                                          )الف

) (′ = − = → =f x x x
1

6 2 0
3
: نقاط بحرانی →  , ,= −

1
2 1

3
x

 

) ( ) ( ) (− =                 =                     =f f f
1 14

2 21 1 6
3 3

 

14 = مقدار مینیمم مطلق تابع ⇒
3

21= مقدار ماکسیمم مطلق تابع    

1   ( = نقطه مینیمم نسبی تابع 
3

14 و  
3

(

1
3

x

)  f    ′  )x+            0            ــ

)  f    )xمینیمم نسبی

ب(
 f    )x)  =  x3-3x         ]-1,2[    
f ′)x(   =3x2-3 =0   →   x     =     ±1    →   نقاط بحرانی x    = ±1      و   ٢  
f   )-1)  =2    ,        f   )1)   =   -2      ,         f   )2)  =2  
2= مقدار ماکسیمم مطلق تابع                   2- =  مقدار مینیمم مطلق تابع ⇒  

 

) 2-,1   ( = نقطهٔ مینیمم نسبی تابع 
-1                   1                    ٢x

-                   0                    +f    ′  )x  (

٢                    ٢-                   ٢
)  f    )xمینیمم نسبی

پ(

 ) (
              ≤ <= 

−            ≥

x x
f x

x x

0 2

4 2
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lim ) (

lim ) (
x

x

f x

f x

+

−

→

→

= 



= 

2

2

2

2
تابع f در 2 مشتق ندارد                                           ⇒ تابع f در 2 پیوسته نیست 

 

       ) (
      < <′ = 
−         >

x
f x x

x

1
0 2

2
1 2

                →         f   ′)x(=0    داریم )در تمام نقاط )∞+,2( ∪ )0,2
بنابراین:

x  =2: نقاط بحرانی  
f   )0(=0                           f   )2(=2  

2= مقدار ماکسیمم مطلق تابع  
lim)4-x(=- ∞            →      .مینیمم مطلق ندارد f تابع  

 x → +∞  

)2,2( = نقطهٔ ماکسیمم نسبی تابع                      2= ماکسیمم نسبی تابع  

توجه شود که نمودار این تابع به صورت زیر می باشد:

0 2

2

4

2

f   )x( = 3x2 + a     

) ( ) (

) ( ) (

f a b a b

b

f a a

 = → + + = → + =


⇒ =
 ′ = → + = → = −

3

2

1 2 1 1 2 1

4

1 0 3 1 0 3

   7



1٢0

  8

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

5

6

922   فرض کنید y طول و x عرض مستطیل باشد.

22

2

2

2

2

y

x

( حجم مکعب حاصل () ( == − − →xyx y 1002 4 4     

] تابع حجم مکعب ]) ( ) () ( ,f x x x x
x x

= = − − = − − ∋100 8002 4 4 232 8 4 10  

) (′ = − + = → − + = → = →f x x x
x

2
2

8008 0 8 800 0 10 10 و ٤ و x = 10: نقطهٔ بحرانی تابع 

f  )10( = 72   ,   f  )4( = 0             
                72 = مقدار ماکسیمم مطلق تابع ⇒

= ماکسیمم مطلق حاصل می شود. = =y
x

100 100 10
10

به ازای x = 10 و 
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 10

+ = معادله دایره = → = −x y y x2 2 216 16   
                                      2xy = مساحت مستطیل
( تابع مساحت مستطیل (= = −f x x x22 16     x ∋ ]0,4[

) () ( − −−′ = − + = → =
− −

2 2
2

2 2

2 16 2
2 16 2 0 0

16 16

x xxf x x x
x x

⇒ − = → =x x232 4 0 8     
x= : نقطه بحرانی تابع 8       
 f  )0( = 0 , ) ( =f 8 16  , f  )4( = 0       

 8 2 و عرض  8 f در بازهٔ ]4 , 0[ برابر 16 می باشد که به ازای طول  مقدار ماکسیمم مطلق تابع 
حاصل می شود.

) (
=′ = − − = →  = −

x
f x x x

x
2 2

6 6 12 0
1

11 الف( 

       ) (
) (

−
′ + − +
x

f x

f x

1 2

0 0      

) (
) ( ) (
− − −′ = =
− −

x xf x
x x2 2

2 2

2 2
ب( 

} نزولی است. }− 2 } همواره منفی است پس تابع f در  }− 2 )f  ′  )x در x = 2 وجود ندارد و در 

y

x0
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تمرین  ص  136

 1

x
a

x( = x2 - 2x - 3(  ′  f )الف   2

f  ″  )x( = 2x - 2 = 0 → x = 1  
 

 

( )ب (
) (
−′ =
−

f x
x 2

2

1
 

) (
) (

′′ =
−

f x
x 3

4

1
 
 

x = 1 عضو دامنه تابع نمی باشد بنابراین تابع f فاقد نقطهٔ عطف می باشد.

( )پ (
) (

′ =
+

f x
x3 2

1

3 1
 

) () (
) ( ) (

− + −′′ = =
+ +

x
f x

x x3 38 5

2 1 2

9 1 9 1
 
 

) ( ) () ( lim lim lim
) (→− →− →−

− − + −′ − = = = = +∞
+ + +x x x

f x f xf
x x x

3

3 21 1 1

1 1 0 11
1 1 1

 

چون جهت تقعر تابع در x = -1 عوض شده و خط مماس در x = -1 وجود دارد )به صورت قائم است( 
پس x = -1 نقطهٔ عطف تابع می باشد.

) (
) (
′′ − +

∩ ∪

x

f x

f x

1

0

عطف
x = 1 : نقطهٔ عطف

) (
) (
′′ − +

∩ ∪

x

f x

f x

1

0

) (
) (

−
′′ + −

∪ ∩

x

f x

f x

1
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 3

الف( 
f  )x( = ax3 + bx2 + cx + d    )a ≠ 0(  
f  )0( = 0 → d = 0  
f  ′  )x( = 3ax2 + 2bx + c  
f  ″  )x( = 6ax + 2b  
f  ″ )0( = 0 → b = 0  

,) ( ) (= == + → = +c af x ax cx f x x x3 3
1 1

به دلخواه  
ب(

f  )x( = ax3 + bx2 + cx + d    )a ≠ 0(  
f  )1( = 0 → a + b + c + d = 0  
f  ′  )x( = 3ax2 + 2bx + c  
f  ″  )x( = 6ax + 2b  
f  ″  )1( = 0 → 6a + 2b = 0 → b = -3a  
f  )x( = x3 - 3x2 + 2 پس b = -3 و d = 2 :داریم c = 0 و a = 1 به دلخواه قرار می دهیم  

پ(
f  )x( = ax3 + bx2 + cx + d    )a ≠ 0(  
f  )0( = 1 → d = 1  
f  ′  )x( = 3ax2 + 2bx + c  
f  ″  )x( = 6ax + 2b  
f  ″  )0( = 0 → b = 0  
f  )x( = x3 + x + 1 :داریم c = 1 و a = 1 به دلخواه قرار می دهیم  

ت(
f  )x( = ax3 + bx2 + cx + d         )a ≠ 0(  
f  )2( = 2 → 8a + 4b + 2c + d = 2  
f  ′  )x( = 3ax2 + 2bx + c  
f  ″  )x( = 6ax + 2b  
f  ″  )2( = 0 → 12a + 2b = 0 → b = -6a  
f  )x( = x3 - 6x2 + 18 بنابراین d = 18 و b = -6 :داریم c = 0 و a = 1 به دلخواه قرار می دهیم
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  4

f  )0( = 1 → c = 1  
) ( == → + + = → + =cf a b c a b11 2 2 1  

f  ′  )x( = 3ax2 + 2bx  
f  ″  )x( = 6ax + 2b  

) (′′ = → + =f a b1 0 3 2 0
2

 

+ = = − 
→ + = = 

a b a

a b b

1 2

3 2 0 3
 

 5

2 و 2- نقاط اکسترمم نسبی تابع )f  )x می باشند بنابراین
f    ′  )2( = 0   ,   f    ′  )-2( = 0  

f  ″  )0( = 0 است پس f  )x( نقطهٔ عطف تابع )چون )0 , 0
f  )0( = 0 عبور کرده است پس )0 , 0( ٔاز نقطه f  )x( چون تابع

f  )0( = 0 → c = 0  
f  ′  )x( = 3x2 + 2ax + b  
f  ′  )-2( = 0 → 12 - 4a + b = 0  
f  ′  )2( = 0 → 12 + 4a + b = 0  
f  ″  )x( = 6x + 2a  
f  ″  )0( = 0 → a = 0 ⇒ b = -12  
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x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

−2 2
2

+2 2
2

تمرین  ص  144

 1

 الف(
f  )x( = 2x2 - 4x + 1  

= fD  
f  )0( = 1 ها را قطع می کند y محور )نمودار در نقطهٔ )1 , 0  

) ( ±= → − + = → =f x x x x2 2 20 2 4 1 0
2

 

( محور x ها را قطع می کند. , (−2 2 0
2

( و  , (+2 2 0
2

پس نمودار در نقاط 
f  ′ )x( = 4x - 4 = 0 → x = 1  
f  )1( = -1  
f  ″  )x( = 4 بنابراین نقطهٔ )1- , 1( نقطه اکسترمم نسبی تابع است. 

بنابراین ″  f همواره مثبت است و در هیچ نقطه ای صفر نمی شود پس تابع نقطهٔ عطف ندارد.

−∞ +∞
′ − +
′′ + +

−

x

y

y

y

1

0

1

 

مینیمم نسبی  
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f  )x( = x3 - 5x + 5 ب( 
= fD  

 f  )0( = 5 → ها را قطع می کند y محور )نمودار در نقطهٔ )5 , 0  
f  )x( = 0 → x3 - 5x + 5 = 0 → .حل این معادله با روش های معمول امکان پذیر نیست  

) (′ = − = → = ±f x x x2 53 5 0
3

 
( نقاط اکسترمم نسبی تابع هستند. , (− +5 10 55

3 3 3
( و  , (−5 10 55

3 3 3
پس نقاط 

f   ″ )x( = 6x = 0 → x = 0 نقطهٔ )5 , 0( نقطهٔ عطف تابع است. 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

5
3

−
5
3

−
10 5

5
3 3

+
10 5

5
3 3

) (
) (

) (

x

f x

f x

f x

−∞ − +∞

′ + − − +
′′ − − + +

5 50
3 3

0 0

0

5
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f  )x( = -x )x + 2(2 پ( 
= fD  

f  )0( = 0 → .ها را قطع می کند y محور )تابع در نقطهٔ )0 , 0  

) ( ) (
=

= → − + = →  = −

x
f x x x

x
2 0

0 2 0
2

 

پس تابع در نقاط )0 , 0( و )0 , 2-( محور x ها را قطع می کند.

) ( ) ( ) (
= −′ = − + − + = → 
= −

x
f x x x x

x
2

2
2 2 2 0 2

3

 

( اکسترمم های نسبی تابع f می باشند. , (− 2 32
3 27

پس نقاط )0 , 2-( و 

) (′′ = − − = → = −f x x x 46 8 0
3

 

( نقطه عطف تابع می باشد. , (− 4 16
3 27

نقطهٔ 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

32
27

16
27

−
2
3

−
4
3

−
−

x

y

3 1

3 9
 نقاط کمکی

x

y

y

y

−∞ − − − +∞

′ − + + −
′′ + + − −

4 22
3 3

0 0

0

16 320
27 27
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-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

) ( −=
−

xf x
x
2 1

2
ت( 

{ }fD = − 2  

lim ) ( lim
+ +→ →

−= = +∞
−x x

xf x
x2 2

2 1
2

 

⇒
                    

خط x = 2 مجانب عمودی تابع می باشد.
lim ) ( lim

− −→ →

−= = −∞
−x x

xf x
x2 2

2 1
2  

lim ) (
x

f x
→±∞

= →2 خط y = 2 مجانب افقی تابع می باشد.   

) ( =f 10
2

 

( محور y ها را قطع می کند. , (10
2

بنابراین تابع در نقطهٔ 

) ( −= → = → =
−

xf x x
x
2 1 10 0

2 2
 

( محور x ها را قطع می کند. , (1 0
2

پس تابع در نقطهٔ 

) (
) (
−′ =
−

f x
x 2

3

2
 

) (
) (

′′ =
−

f x
x 3

6

2
 

−∞ +∞
′ − −
′′ − +

+∞

−∞

2

2 2

x

y

y

y
 

/ نقاط کمکی
x

y

3 4

5 3 5
 



1٢9فصل پنجم: کاربردهای مشتق
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نقاط کمکی

) ( −=
+
xf x

x 3
ث( 

{ }fD = − −3  
f  )0( = 0 → .ها را قطع می کند y محور )تابع در )0 , 0  

lim ) ( lim
→±∞ →±∞

−= = −
+x x

xf x
x

1
3

 
بنابراین خط y = -1 مجانب افقی تابع f می باشد.

lim ) (
x

f x
+→−

= +∞
3

 
خط x = -3 مجانب قائم تابع f می باشد.                                          ⇒

lim ) (
x
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) (
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ج(
f  )x( = 2x3 - 9x2 + 12x + 1  

= fD  
f  )0( = 1  

بنابراین تابع f در نقطهٔ )1 , 0( محور y ها را قطع می کند.

) (
=′ = − + = →  =

x
f x x x

x
2 1

6 18 12 0
2

 

پس نقاط )6 , 1( و )5 , 2( نقاط اکسترمم نسبی f می باشند.

) (′′ = − = → =f x x x 312 18 0
2

 

( نقطهٔ عطف تابع f می باشد. , (3 11
2 2

نقطهٔ 
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2  خط x = 2 مجانب قائم و خط y = 1 مجانب افقی تابع f می باشد بنابراین:

− = → = −d c d
c

12
2

 

lim ) ( lim
→∞ →∞

+= = = → =
+x x

ax b af x a c
cx d c

1  
) () (
) (

a b
f a b

c d
− +

− = ⇒ = → =
− +

1
1 0 0

1
 

با انتخاب دلخواه d = 2 داریم: a = b = c = -1 پس

) ( x
f x

x
− −

=
− +

1
2

 

3  داریم 0( = -2(  f پس نمودار تابع از نقطهٔ )2- , 0( می گذرد.

f  ′  )x( = 3x2 + 1  
معادله f  ′  )x( = 0 فاقد جواب می باشد پس تابع دارای اکسترمم های نسبی نمی باشد یعنی گزینه های پ و 

ت رد می شوند.
f  ″  )x( = 6x = 0 → x = 0  

 x = 1 نقطهٔ عطف تابع می باشد بنابراین گزینه الف رد می شود )نقطهٔ عطف گزینه الف نقطه x = 0 ٔنقطه
است(

بنابراین گزینه ب صحیح می باشد.
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