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تصویر عنوانی

تصویر عنوانی مربوط به پل سفید اهواز است که یکی از پل های شهر اهواز بوده و از نمادهای این شهر 
نیز محسوب می شود. این پل در سال ١٣١٥ بر روی رودخانهٔ کارون ساخته شده است که دارای دوقوس 
فلزی ١٢ و ٢٠متری است. این پل به عنوان یکی از آثار ملی ایران به ثبت رسیده است. قوس های این پل 

تابع درجهٔ دوم را نشان می دهند. 
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ارائۀ تعریف در آغاز تدریس 
گام آخر در علم ریاضی، صورت بندی مسائل از طریق اصل موضوعی ساختن آن است. این نقطهٔ پایانی، 

نباید به عنوان نقطهٔ آغازین تدریس ریاضی به حساب آید. )فرودنتال، ١٩٩١(
ــ دانش پداگوژیکی محتوا 

اتصال دانش اولیه به دانش جدید ــ ارائۀ تعریف: در حالی که می توان تعریفی را در قالب یک 
جمله بیان کرد، باز کردن یک تعریف یک کار شناختی دشوار است. )سلون ١٩٩٢(

برای  ناآشنا  عناصر  شامل  که  رسمی،  تعاریف  با  ابتدا  در  داشتن  سروکار  عوض  به   )١٩٩٠( به نظرتال 
یادگیرنده است، بهتر است کوشش شود تا رویکردی پیدا شود که بر مبنای آن ایده هایی باشند که دارای نقش 
دوگانه آشنا بودن برای دانش آموزان و نیز فراهم ساختن پایه ای برای رشد ریاضی بعدی باشند. تال چنین 
ایده ای را ریشهٔ شناختی می نامد. یک ریشهٔ شناختی از یک بنیان ریاضی متفاوت است. درحالی که یک 
بنیان ریاضی یک نقطهٔ شروع مناسب برای توسعهٔ منطقی یک موضوع است، یک ریشهٔ شناختی، مناسب تر 

برای پیشرفت برنامهٔ آموزشی است. 
ویژگی اساسی تابع چیست؟ فرودنتال در تحلیل جامع خود )١٩٨٣( دلخواه بودن ویکتایی )یک بنیانی 
بودن( را به عنوان ویژگی های اساسی تابع، به شکلی که در طول تاریخ تکامل پیدا کرده است درنظر می گیرد. 

 Arbitrariness ــ
خود  به  هم  و  می شود  تعریف  آنها  وسیلهٔ  به  که  مجموعه ای  دو  بین  ارتباط  به  هم  تابع  دلخواه  طبیعت 

مجموعه ها برمی گردد. 
 Univalence ــ

یکتایی به نوع ارتباط بین اعضای دو مجموعه برمی گردد. 
به این معنی نیست که فرد آن را  بازنمایی های مختلف: درک یک مفهوم در یک بازنمایی آن، لزوماً 
در هر بازنمایی دیگر نیز درک می کند. دانش آموزان باید مفاهیم را در بازنمایی های مختلف آن درک کنند و 
قادر باشند که آنها را به یکدیگر تبدیل کنند و بین آنها ارتباط برقرار کنند. بازنمایی های مختلف بصیرت های 
مختلفی را به دست می دهند که امکان یک درک بهتر، عمیق تر، نیرومندتر و کامل تر از مفهوم را به دست 

می دهد. 
با به دست  با بازنمایی های متفاوت یک مفهوم ریاضی سروکار دارد، ممکن است مفهوم را  وقتی فرد 
آوردن خواص مشترک آن و نادیده گرفتن مشخصه های نامربوطی که برآن بازنمایی تحمیل شده اند، انتزاع 

کند. 
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اهداف کلی فصل اول

 آشنایی با توابع چندجمله ای 
 آشنایی با توابع یکنوا و غیریکنوا 

 آشنایی با ترکیب توابع 
 آشنایی با تبدیل نمودار توابع 

 درک مفهوم تابع وارون و محاسبهٔ آن 
 آشنایی با تحدید دامنه 
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 آشنایی با توابع چندجمله ای و ضابطهٔ کلی آنها 
)نمودارهایی  افقی نمودار آن  انتقال عمودی و  تابع y = x3 و نمودار آن و  با  آشنایی   

)y = ±(x ± a)3 ±b ٔباضابطه
 آشنایی با مفهوم یکنوایی و غیریکنوایی توابع 

و  تابع  دامنهٔ  در  آن  نمودار  روی  از  تابع  غیریکنوایی  و  یکنوایی  تشخیص  توانایی   
بازه های دلخواه 

در صفحهٔ ٢ از توابع چندجمله ای که در سال دهم و یازدهم فراگرفته اند مثال زده شده است. بهتر است 
تابع  است.  آمده  این صفحه  در  تابع چندجمله ای  تعریف رسمی  کنند.  بیان  را  مثال هایی  نیز  دانش آموزان 
انتقال های  y = x3 موردنظر است. همچنین  تابع  درجهٔ ٣ در صفحهٔ ٣ آورده شده است که در این کتاب 
عمودی و افقی آن نیز مدنظر بوده است. نمودار این تابع به کمک نقطه یابی رسم شده است. بهتر است از 
به طور مثال در خواندنی  کاربردهای توابع چندجمله ای در شاخه های مختلف علوم در کلاس ذکر شود. 

همین صفحه از کاربرد این نوع توابع در الگوی کلی لانهٔ زنبور عسل توضیح مبسوط آورده است. 
 y = xدر فعالیت صفحهٔ ٤ مقایسه ای بین تابع درجهٔ ٣ و تابع درجهٔ ٢ انجام می شود. از آنجایی که تابع ٢
برای دانش آموزان تابعی شناخته شده است می توانند تابع y = x3 را با آن مقایسه کنند. در نمودار رسم شده 
مشخص است که در بازهٔ )١ ، ٠( نمودار تابع x٢ در بالای نمودار x3 قرار گرفته است ولی برای x های بزرگتر 
از ١ نمودار تابع x3 در بالای نمودار x٢ قرار می گیرد. در فضای مشخص شده دانش آموزان باید نمودار 
این دو تابع را در بازهٔ ]٠ ، ١-[ رسم کنند. در فعالیت بعدی نمودار y = x3 رسم شده است و انتقال های 
عمودی و افقی و نیز قرینه کردن نسبت به محور xها موردنظر بوده است که با هدایت و راهنمایی معلم باید 

درس اول
               توابع چندجمله ای ـ 
              توابع صعودی و نزولی
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نمودار توابع خواسته شده رسم شوند. 
کار در کلاس صفحهٔ ٥ نیز مشابه فعالیت قبل است با این تفاوت که ٩ ضابطه و ٩ نمودار داده شده است 

و دانش آموز باید ضابطهٔ هر تابع را به نمودار آن نظیر کند. 
در این کار در کلاس یادآوری قواعد انتقال که در سال دهم آن را فراگرفته اند مدنظر بوده است. نمودارها 
این سؤال  به  دقیق اند. ممکن است دانش آموزان در پاسخ  نرم افزار GeoGebra رسم شده اند و کاملاً  با 
پیدا کردن سریع جواب  باشد. صرف  آموزش  از مسیر  بخشی  می تواند  نیز  اشتباهات  اشتباه شوند،  دچار 
نباید برای معلم کفایت کند. مطلوب آن است که تمامی دانش آموزان درگیر حل مسئله شوند، باهم بحث و 
گفت وگو کنند، استدلال بیاورند، رد کنند، توجیه کنند و … که همهٔ اینها فرایندهایی در آموزش ریاضیات 
هستند و به اندازهٔ جواب درست دارای ارزش هستند. در پاسخ های اشتباه ممکن است نکاتی نهفته باشد که 
معلم بتواند اشکالات دانش آموزان را دریابد و میزان تسلط آنها را بر قواعد انتقال بسنجد و در صورت لزوم 
آنها را در کلاس با مثال هایی از توابع درجهٔ ٢ و قدرمطلق که قبلاً یاد گرفته اند مرور نماید. به این موضوع 
f(x) = ±(x ± a)3 ±b مدنظر است و رسم  باضابطهٔ  تنها رسم نمودارهایی  باید توجه شود که در کتاب 

) از اهداف درس نیست.  ) ( )x
y x y= − = +3 32 1 22 نمودارهایی باضابطه هایی مانند 

در صفحهٔ ٦ مفهوم توابع صعودی و نزولی با مثالی در مورد موضوع کاهش بارندگی در کشورمان بیان 
شده است که برای مثال میزان بارندگی سالانه سه شهر گرگان، زاهدان و ارومیه از سال ١٣75 تا سال ١٣٩٤ 
)برحسب میلی متر( آورده شده است. میزان صعود یا نزول بین هردو سال می تواند دستمایهٔ بحث در کلاس 
باشد. برای مثال در دو قسمت الف و ب روند صعودی میزان بارندگی در شهر گرگان و روند نزولی میزان 
بارندگی در شهر ارومیه آورده شده است که با توجه به نمودار می توانند فاصله های زمانی را مشخص نمایند. 
باید یه این نکته توجه داشت که توابع رسم شده پیوسته نیستند و خطوط بین نقاط مشخص شده برای 
 ٧ در صفحهٔ  است.  تابع  نمودار  روی  نزولی  و  مفهوم صعودی  به  نسبت  دانش آموزان  ذهنی  آماده سازی 
تعاریف تابع اکیداً صعودی، اکیداً نزولی، صعودی و نزولی با نمودارهایی به صورت رسمی آورده شده است. 
توجه دانش آموزان به این موضوع معطوف گردد که نمودارهای رسم شده فقط مثال هایی برای هرکدام از این 
نوع توابع هستند. پس از بیان این چهار تعریف بهتر است مثال های دیگری توسط معلم و دانش آموزان بیان 
شود و این مفاهیم به طور دقیق بررسی شوند. همچنین تفاوت تابع اکیداً صعودی و صعودی و نیز تابع اکیداً 
نزولی و نزولی به دقت با مثال هایی بررسی شود و با پرسش هایی در مورد تفاوت این توابع و با ذکر مثال های 

مختلف کاملاً تسلط بر موضوع حاصل شود. 
در همین صفحه پس از این چهار تعریف تابع هم صعودی و هم نزولی یعنی تابع ثابت تعریف شده است. 
همچنین تعریف تابع اکیداً یکنوا و یکنوا آورده شده که دانش آموزان با توجه به تعریف های قبلی می توانند 

و
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تفاوت این دو تابع را نیز درک کنند. همچنین ارتباط بین توابع اکیداً یکنوا و یکنوا مدنظر است که توابع 
اکیداً یکنوا همواره یکنوا هستند. عکس این رابطه به صورت سؤال آمده است. به این معنی که آیا توابع یکنوا 

همواره اکیداً یکنوا هستند. دانش آموزان می توانند نادرستی این جمله را با یک مثال بیان کنند. 
یعنی  است  صعودی  تابع  یک   f تابع  مثال  برای 
بازه ای  نیست، زیرا در  یکنوا  اکیداً  یکنواست ولی 

ثابت است. 
آشنا  آن  با  تابع قدرمطلق که دانش آموزان کاملاً 
هستند در صفحهٔ ٨ به عنوان تابعی غیریکنوا آورده 
شده است که در بازهٔ ]٠ ، ∞-( اکیداً نزولی و دربازهٔ 
)∞+ ، ٠[ اکیداً صعودی است. اما در کل دامنهٔ 

 نه صعودی است و نه نزولی.  خود یعنی 
در کار در کلاس همین صفحه نمودار توابعی رسم شده اند که باید مشخص شود در چه بازه هایی اکیداً 
صعودی و در چه بازه هایی اکیداً نزولی هستند. مثلاً تابع )الف( در بازهٔ )٢، ∞-( و )∞+ ،٣( اکیداً صعودی 
 اکیداً صعودی است.  است. همچنین در تمام زیربازه های این بازه ها نیز اکیداً صعودی است. تابع )ب( در 
تابع )پ( در بازهٔ )٠، ∞-( اکیداً نزولی و در بازهٔ )∞+، ٠( اکیداً صعودی است. تابع )ت( نیز در کل دامنهٔ خود 
 اکیداً صعودی است. تابع قسمت )ث( نیز در کل دامنهٔ خود یعنی بازهٔ )∞+ ،0( اکیداً صعودی است.  یعنی 
تابع )ج( در بازه های )٠، ∞-( و )∞+، ٠( اکیداً نزولی است. تابع )چ( در بازه )٠، ∞-( اکیداً صعودی 

و در بازهٔ )∞+، ٠( اکیداً نزولی است. 

) اکیداً صعودی است.  , )π π− 2 2 ) اکیداً نزولی و در بازهٔ  , )π π2 ) و  , )π−π − 2 تابع )ح( در بازه های 
زیربازه های  تمام  که  دقت شود  است.  اکیداً صعودی   )-٢  ،+∞( یعنی  دامنهٔ خود  کل  در  نیز  )خ(  تابع 
بازه های گفته شده نیز می توانند به عنوان پاسخ صحیح درنظر گرفته شود. در کار در کلاس صفحهٔ ٩ دو 
π در جدول آورده 

2 تابع y   = sinx و y    = cosx در بازهٔ ]٢π ،2π-[ رسم شده است و زیر بازه هایی به طول 
شده است که باید صعودی یا نزولی بودن توابع در این بازه ها مشخص شود که با توجه به نمودارها به راحتی 

قابل تشخیص است. 
و  اکیداً صعودی  تابعی  که  آن رسم شده است  بدون ذکر ضابطهٔ   y x= 3 تابع  فعالیت صفحهٔ ١٠  در 

یک به  یک است. 

x

y

f

0
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برای پاسخ به قسمت )پ( می توان پاسخ به این صورت بیان شود که در تابع مثلاً اکیداً صعودی رابطهٔ زیر 
∀x1 , x2 ∈ Df     ;      x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2)                                              :همواره برقرار است
یعنی هیچ دو عضو متمایزی از دامنه پیدا نمی شوند که مقادیر آنها یکی باشد یعنی یک به یک است و  	

تابعی وجود ندارد که اکیداً صعودی یا اکیداً نزولی باشد ولی یک به یک نباشد. 

حل برخی از تمرین های صفحۀ ١٠

 y = -log2
x + 2 و تابع لگاریتمی y = 2x - 2 در تمرین های صفحهٔ ١٠ کتاب درسی در تمرین ٤، تابع نمایی

با توجه به مطالب فصل ٥ کتاب ریاضی ٢ و نیز قواعد انتقال رسم شود. 
تمرین ٥ نیز ابتدا تابع |y = x2 |x برای دو بازهٔ )∞+، ٠( و )٠، ∞-( نوشته شود و سپس نمودار آن رسم 

شود. 

x x
x x

x x

 ≥= 
− <

3
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 ،)-∞ ، a[ ٔبرای نزولی بودن این تابع در بازه ،a بنابراین با توجه به شکل مشخص است که حداکثر مقدار
برابر صفر است. 

در مورد سؤال ٦ دانش آموزان مثال های خود را بیان کنند و درستی و نادرستی آنها در کلاس بحث 
شود. مثال ها می توانند با ضابطه یا نمودار بیان شوند. 
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 درک مفهوم ترکیب توابع 
مرکب تابع  دامنهٔ  و  ضابطه  محاسبهٔ  توانایی   

 رسم نمودارهای kf (x) و f (kx) با استفاده از نمودار f (x) و تشخیص دامنه و برد آنها  

در ابتدای درس دوم مثالی واقعی از کاربرد ترکیب توابع آورده شده است که توصیه می گردد بدون ذکر 
 t ∈ [0,3] برای d  (t) = 4t + 2 عنوان »ترکیب توابع« به حل این فعالیت با تمام جزئیات پرداخته شود. در ابتدا تابع
به عنوان تابع دما برحسب زمان معرفی شده است که برای tهای مختلف در بازهٔ ]3 ,٠[ دمای غذایی را که از 
  d ∈ [2,14] برای n(d) = 20d2 - 80d + 500 یخچال بیرون آورده می شود محاسبه می کند. سپس تابع
بیرون  از  یعنی در یک زمان مشخص پس  برحسب دمای غذاست.  باکتری  تعداد  تابع  که  معرفی می شود 
آوردن غذا از یخچال با استفاده از تابع d می توان دمای آن را محاسبه کرد و سپس با استفاده از مقدار d به 

دست آمده و تابع n، تعداد باکتری ها را در آن زمان مشخص کرد. 
برای موارد گفته شده در صفحه ١٢ جدول و نمودار ون رسم شده است. سؤالی که مطرح می شود این 
 n(t) است که آیا می توان با داشتن زمان و بدون داشتن دما تعداد باکتری ها را مشخص کرد؟ در واقع تابع

ساخت؟ برای به دست آوردن چنین تابعی به صورت زیر عمل می کنیم: 
 n  (d  (t)) = n (4t +2) = 20(4t +2)2 - 80(4t +2) + 500 	

=20(16t2 + 16t + 4) - 320t  - 160 + 500 	
=320t2 + 320t + 80-320t - 160 + 500 = 320t2 + 420 	

نشان  را  یخچالی  غذای  در  موجود  باکتری های  تعداد  دما،  فاکتور  دادن  دخالت  بدون   n  (d  (t)) تابع 
می دهد که به میزان t ساعت از یخچال بیرون مانده است. در شکل صفحهٔ ١٢ مراحل ساخت تابع مرکب 

               ترکیب توابعدرس دوم
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 f است و باید در دامنهٔ تابع f به عنوان ورودی تابع x با جزئیات رسم شده است: در مرحلهٔ اول g  (f (x))
باشد و در مرحلهٔ دوم f (x) باید در دامنهٔ تابع g باشد تا خروجی g  (f (x)) حاصل شود. کتاب شرط تشکیل 
تابع مرکب gof را ناتهی بودن اشتراک برد f و دامنهٔ g لحاظ کرده است. دامنهٔ تابع مرکب در صفحهٔ ١٣ با 
جملات سادهٔ فارسی و با نمودار ون و همچنین با علائم ریاضی توضیح داده شده است. اولین مثال از این 
مبحث با توابعی به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب  داده شده است که شرط تشکیل تابع مرکب gof را 

با تشکیل تک تک اعضای gof چک می کند و سپس در آخر تابع gof را می نویسد. 
در کار در کلاس صفحهٔ ١٤، مثال مشابهی از ترکیب توابع آورده شده است که توابع در جدول آورده 
شده اند. در دو مثال بعدی که در کتاب به طور کامل و با جزئیات حل شده اند توابع با ضابطهٔ جبری آورده 
شده اند و بهتر است تذکر این صفحه که توصیه می کند دامنهٔ توابع مرکب از تعاریف آن به دست آورده شود نه 
از روی ضابطهٔ آن، توسط دانش آموزان جدی گرفته شود زیرا در محاسبهٔ دامنه از روی ضابطهٔ تابع مرکب 
ممکن است ضابطه طوری ساده شود که مجموعهٔ دامنه تغییر کند. همچنین ذکر این نکته که در حالت کلی دو 
تابع مرکب fog و gof باهم مساوی نیستند در مثال دوم آورده شده است و در کلاس باید به آن توجه شود. 
توابعی که حاصل ترکیب یک تابع با خودشان است نیز می توانند به عنوان مثالی برای این مبحث باشند. در 
کار در کلاس پایان صفحهٔ ١٤ ضابطهٔ دو تابع f و g داده شده و ضابطه و دامنهٔ توابع fog و fof خواسته شده 
است. با توجه به سطح کلاس می توان مثال های مشابهی را در کلاس مطرح ساخت و بهتر است مثال ها با 

بازنمایی های مختلف تابع باشند. 

تبدیل نمودار توابع 

دانش آموزان در سال یازدهم در کتاب ریاضی ٢، در فصل تابع با رسم نمودار تابع y = kf (x) به کمک 
نمودار تابع y = f (x) آشنا شده اند و در کتاب ریاضی ٣ این موضوع به تفصیل یادآوری شده است. برای 
رسم نمودار y = kf (x) کافی است عرض هر نقطه از نمودار y = f (x) را k برابر کنیم و طول نقاط عوض 
نمی شود. در مثال صفحهٔ ١٥ نمودار تابع f رسم شده است و سه نقطه از آن نیز مشخص شده است. نمودار 
،  f (x)- و ٢f (x) نیز در دستگاه های مختصات جداگانه رسم شده اند. مثلاً برای رسم تابع  ( )f x

1
2 توابع 

12 ضرب شده است، برای رسم تابع f (x)-، عرض نقاط تابع f قرینه شده  ، عرض نقاط تابع f در  ( )f x
1
2

است، در واقع تابع f- قرینهٔ تابع f نسبت به محور xها است. همچنین برای رسم تابع ٢f (x)، عرض نقاط تابع 
f دو برابر شده است. در تمام این نمودارها طول نقاط با طول نقاط تابع اصلی یکی است و تغییری نمی کند و 
f (x) نیز همان دامنهٔ تابع kf (x) یکسان هستند. دامنهٔ تابع kf (x) = 0 و f (x) = 0 ٔاز این رو ریشه های معادله
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است ولی برد آنها ممکن است متفاوت باشد و لزوماً یکسان نیست. 
در صفحهٔ ١٦ در اولین کار در کلاس ابتدا باید تابع |f (x) = |x-2 در بازهٔ ]3, 2-[ رسم شود و سپس 
 sinx
1
2 به کمک آن توابع h ، g و k رسم شود. در کار در کلاس بعدی نیز توابع 2sinx ، 2sinx ، sinx- و 

در بازهٔ ]π و π-[ رسم شده است. دانش آموزان از سال قبل تابع y = sinx را می شناسند و با استفاده از 
نقاط این نمودار می توانند تشخیص دهند که نمودار بنفش رنگ نمودار y = sinx است. 

با توجه به مطالبی که در مورد ارتباط نمودار تابع kf (x) و نمودار تابع f (x) بیان شد مشخص است که 
نمودار  قرمز رنگ  نمودار  یعنی  y = sinx است  تابع  نقاط  برابر عرض  y = 2sinx دو  تابع  نقاط  عرض 
siny و نمودار آبی رنگ  x= 1

2 تابع y = 2sinx است و به همین صورت نمودار سبزرنگ مربوط به تابع 
نیز متعلق به تابع y = -2sinx است. دامنهٔ این توابع بازهٔ ]π و π-[ و برد آنها در زیر مشخص شده است: 
y = sinx        →      R = [-1,1] 	
y = 2sinx      →     R = [-2,2] 	
y = -2sinx    →    R = [-2,2] 	

sin ,y x R  = → = −  
1 1 1
2 2 2 	

توصیه می شود در مورد تفاوت های بردهای توابع فوق و تأثیر ضریب تابع بر آنها بحث شود. 
در کادر صفحهٔ ١٧ حالت کلی تغییرات نمودار f (x) برای تبدیل به نمودار kf (x) بیان شده است و این 
تغییرات برای ٠ > k و ٠ < k به طور کامل توضیح داده شده است. نمودارهای رسم شده بدون ضابطه آورده 

شده اند و به خوبی تغییرات )انبساط و انقباض عمودی( را نشان می دهند. 
رسم نمودار | f | از روی نمودار f نیز در همین صفحه آورده شده است. این نوع نمودارها به ویژه در 

فصل مشتق و کاربرد مشتق استفاده شده اند. 
با توجه به آنکه تابع f (kx)، ترکیب دو تابع f (x) و kx است باید توضیحات رسم آن نیز بعد از مبحث 
 f (x) = x + 3 ٔترکیب تابع آورده می شد که از صفحهٔ ١٨ به آن پرداخته شده است. در این صفحه با تابع ساده
) به تفصیل بررسی شده است. دامنهٔ  )x

f 2 با دامنهٔ ]0, 4-[ آغاز کرده است و رسم نمودار توابع f (2x) و 
تابع f بازهٔ ]0, 4-[ است بنابراین ورودی های تابع f به عنوان اعضای دامنهٔ آن باید در محدودهٔ این بازه قرار 
گیرند یعنی برای پیدا کردن دامنهٔ تابع f (2x)، عبارت 2x را در این محدوده قرار می دهیم و محدودهٔ x را 

به عنوان دامنهٔ f (2x) می یابیم. 
 -4 ≤ 2x ≤ 0 ⇒ -2 ≤ x ≤ 0 بازهٔ ]0, 2-[ است ،f (2x) ٔدامـنه
x2 را در بازهٔ ]0, 4-[ قرار می دهیم که بازهٔ ]0, 8-[  ، عبارت  ( )x

f 2 به طور مشابه برای یافتن دامنهٔ 
) به دست می آید. مقایسهٔ نمودارهای این سه تابع تا حدودی تفاوت ضریب در ورودی  ) به عنوان دامنهٔ 

)x( را نشان می دهد. 
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 k > و ٠ k <در حالت های ٠ f (kx) برای تبدیل به نمودار f (x) در صفحهٔ ١٩ حالت کلی تغییرات نمودار
بیان شده است. نمودارهای رسم شده به خوبی این تغییرات )انبساط و انقباض افقی( را نشان می دهند. 

در توابع مثلثاتی  y = sinx و  y = cosx به راحتی می توان انبساط و انقباض افقی را مشاهده کرد. در 
sin و در دستگاه مختصات دیگر  x

y = 2 مثال این صفحه در یک دستگاه مختصات نمودارهای  y = sinx و 
 y = sinx و  y = sin2x رسم شده است. همان طوری که از نمودارها هم پیداست اگر ١< k <0 باشد نمودار 
12 کشیده می شود و اصطلاحاً  با ضریب   sinx به  sin نسبت  x

2  کشیده می شود مثلاً 
k
1 با ضریب   f (x)

 f (x) باشد نمودار k < می گوییم نمودار به طور افقی منبسط شده است یا انبساط افقی یافته است و چنانچه ١
12 فشرده شده است و اصطلاحاً می گوییم   فشرده می شود مثلاً sin2x نسبت به sinx با ضریب 

k
1 با ضریب 

نمودار به طور افقی منقبض شده است یا انقباض افقی یافته است. 
−x از توابع مهمی هستند که قرینه های یکدیگر نسبت به محورهای  − −x و   ، x−  ، x توابع 
x نسبت به محور  −x قرینهٔ  x نسبت به محور x هاست. تابع  −x قرینهٔ  مختصات اند. مثلاً تابع 
−x نسبت به محور yها است. دامنه و  −x نسبت به محور xها و قرینهٔ  −x قرینهٔ  − y هاست و تابع 

برد این توابع در زیر مشخص شده است:
[ , ) ; [ , )

[ , ) ; ( , ]

( , ] ; [ , )

( , ] ; ( , ]

= → = +∞ = +∞

= − → = +∞ = −∞

= − → = −∞ = +∞

= − − → = −∞ = −∞

y x D R

y x D R

y x D R

y x D R

0 0

0 0

0 0

0 0
	

تأثیر ضریب منفی در دامنه و برد در حالت های مختلف در کلاس به بحث گذاشته شود. در کار در کلاس 
 f (٢x) با نمودار در دامنهٔ ]٤, 4-[ رسم شده است و دانش آموز باید با استفاده از آن نقاط تابع f صفحهٔ ٢٠ تابع

) برابر ]٨ , ٨-[ است.  )f x را کامل نماید. دامنهٔ تابع (٢x) f برابر ]٢, ٢-[ و دامنهٔ تابع 
از مطالب گفته شده و مثال های بیان شده می توان نتیجه گرفت که دامنهٔ تابع y = f (kx) الزاماً با دامنهٔ تابع 

y = f (x) یکسان نیست ولی برد آنها یکی است. 
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حل برخی از تمرین های صفحۀ ٢٢ کتاب درسی 

1 توابع f و g به صورت زوج مرتبی داده شده اند: 
f = {(7,8), (5,3), (9,8), (11,4)} 	
g = {(5,7), (3,5), (7,9), (9,11)} 	
fog = ?         gof = ? 	

ابتدا تابع fog را به دست می آوریم: 
fog(5) = f (g  (5)) = f (7) = 8 	
fog(3) = f (g  (3)) = f (5) = 3 	
fog(7) = f (g  (7)) = f (9) = 8    →   fog = {(5,8), (3,3), (7,8), (9,4)} 	
 fog(9) = f (g  (9)) = f (11) = 4 	

برای به دست آوردن تابع gof نیز داریم: 

gof   (7) = g  (f (7)) = g  (8) :تعریف نشده 	
gof   (5) = g  (f (5)) = g  (3) = 5 	
gof   (9) = g  (f (9)) = g  (8) تعریف نشده       →     gof = {(5,5)} 	
gof   (11) = g  (f (11)) = g  (4) تعریف نشده 	

٢ در این سؤال توابع باضابطهٔ جبری نشان داده شده اند. 

( ) ; ( ) : ? ( )( ) ?fogf x x g x D fog x
x

= − = = =
−
63 2 3 5 	

{ | ( ) } , ( , ] ,  = ∈ ∈ = −∞ = −  
 

fog g f f gD x D g x D D D
3 5
2 3 	

| ( , ]  = ∈ − ∈ −∞   −  
fogD x

x
5 6 3
3 3 5 2 	

−≤ → ≤ → ≥ →
− −

x
x x
2 1 2 1 3 5 23 5 2 3 5 2 2 	

x x x− ≥ → ≥ → ≥ →3 5 4 3 9 3
	

[ ),  = ∈ − ≥ = +∞   
  

fogD x R x
5 3 33 	

)ب
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( )( ) ( ( )) ( )fog x f g x g x
x x

= = − × = − × = −
− −
6 123 2 3 2 33 5 3 5 	

) (پ ) , ( ) , ? ( )( ) ?goff x x g x x D gof x= + = + = =22 16 	

{ } [ ) ( ] [ )( ) , , , , ,gof f g f gD x D f x D D D= ∈ ∈ = − +∞ = −∞ − +∞2 4 4 	

[ ) ( ] [ ){ }, , ,gofD x x→ = ∈ − +∞ + ∈ −∞ − +∞2 2 4 4

	
( ] [ ) [ ), , ,+ ∈ −∞ − +∞ ⇒ + ∈ +∞ →x x2 4 4 2 4

	
x x x+ ≥ → + ≥ → ≥2 4 2 16 14 	

[ ) [ ){ } [ ), , ,gofD x x→ = ∈ − +∞ ∈ +∞ = +∞2 14 14 	

( )( ) ( ( )) ( ( )) ( )gof x g f x f x x x x= = − = + − = + − = −2 216 2 16 2 16 14
	

f (g (x)) = 3x2 -6x + 14   ,   f (x) = 3x - 4 ⇒  g (x) = ? 	  ٣
از آنجایی که ضابطهٔ f (x) برابر ٣x -4 است، پس ضابطهٔ )f (g  (x) برابر ٣g(x) -4 است از طرفی ضابطهٔ 
)f (g  (x)  در صورت مسئله داده شده است، بنابراین این دو را برابر هم قرار داده و ضابطهٔ g(x) را از این 

تساوی به دست می آوریم: 
3g  (x) - 4 = 3x2 - 6x + 14 → 3g  (x) = 3x2 - 6x + 18  → g  (x) = x2 - 2x + 6 	

٥  این سؤال باید با تشکیل تابع مرکب در هر دو قسمت حل شود. البته می توان برای واضح تر شدن 
صورت مسئله ابتدا با یک مثال عددی شروع کرد ولی بعد از آن باید توابع را تشکیل داد. با توجه به مطالبی 
که در صورت سؤال آمده تابعی که کارت تخفیف ٢٠ درصدی را نشان دهد با f و تابعی که ٢٠٠ هزار تومان 

تخفیف نقدی را نشان می دهد با تابع g نشان می دهیم، بنابراین داریم: 
f    (x) = 0/8x    کارت تخفیف                                                   )x قیمت لپ تاپ است( 	
g  (x) = x - 200/000    تخفیف نقدی  	

 g  (f    (x)) مرکب  تابع  یعنی  کند.  استفاده  را  نقدی  تخفیف  بعد  و  تخفیف ٢٠درصدی  کارت  اول  الف( 
تشکیل می شود. 

g  (f    (x)) = f    (x) - 200,000 = 0/8x - 200,000 	
ب( اول تخفیف نقدی را استفاده کند و بعد کارت تخفیف را ارائه دهد. یعنی تابع مرکب f    (g   (x)) تشکیل 

می شود: 
f    (g   (x)) = 0/8(g   (x)) = 0/8 (x - 200,000) = 0/8x - 160,000 	
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واضح است که در حالت الف، الناز باید پول کمتری پرداخت کند و این حالت به نفع اوست. 
٧  این سؤال برخلاف سؤال های مرسوم که ضابطهٔ دو تابع داده می شود و ضابطهٔ تابع مرکب خواسته 
می شود، ضابطهٔ تابع مرکب را داده و از دانش آموزان می خواهد مشخص کنند کدام دو تابع باید ترکیب شوند 

تا حاصل، توابع داده شده باشند. همچنین آیا پاسخ به دست آمده منحصر به فرد است؟ 
( )l x x= +2 5 مثلاً برای قسمت ب داریم: 	

و تابع l می تواند ترکیب دو تابع f و g به صورت زیر باشد: 
( ) ( ) ( ( )) ( )= = + → = + =f x x g x x f g x x l x2 25 5 	

همچنین:
( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )= = + → = + = + =f x x g x x f g x x x l x

6 62 3 2 3 25 5 5 	
و تعداد پاسخ های موردنظر بی شمار است. 

٨ این سؤال به زیبایی ارتباط بین نقاط دو تابع را که می خواهیم باهم ترکیب کنیم نشان می دهد و پاسخ ها 
تماماً با توجه به نمودار توابع f و g و نقاط مشخص شده روی آنهاست، مثلاً در قسمت )پ(، برای به دست 

آوردن مقدار (   ١)(fog) داریم: 
( fog)(١) = f    (g  (١  )) = f    (-5) = 3 	

اگر ١= x در تابع g داریم ٥- = y و در تابع f اگر ٥- = x داریم ٣ = y و همین طور در مورد بقیهٔ مقادیر 
به همین ترتیب عمل می کنیم. 

٩  در این سؤال با توجه به ضابطه های داده شده، معادلات موردنظر را تشکیل می دهیم و آنها را حل 
می کنیم: مثلاً در مورد قسمت ب داریم: 

f (x) = 3x2 + x -1     ,     g    (x) = 1 - 2x    ,   (gof     )(x) = -5 	
ابتدا تابع (     gof) را تشکیل می دهیم: 

(gof )(x) = g   (f (x)) = 1- 2 f (x) = 1 -2 (3x2 + x -1) = 	
1 - 6x2 - 2x + 2 = -6x2 - 2x + 3   ,   (gof )(x) = -5 	
→ -٦x2 - 2x + 3 = -5  →  -6x2 - 2x + 8 = 0 	

و این معادله را حل می کنیم. 
سؤال های ١٠ و ١١ مشابه مسائل حل شده در متن درس است و با استفاده از تبدیل نمودار توابع و توجه 

به نقاط نمودارها باید حل شود. 

و

و
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١٢  ابتدا نقاط مشخص شدهٔ تابع t را در یک جدول می نویسیم: 

12 ضرب کرده  حال مثلاً برای رسم تابع قسمت الف، عرض ها را در 
بنابراین  نیز نصف می کنیم،  را  آنها کم می کنیم و طول ها  از  و ١ واحد 

داریم: 
الف( 

1
2
f  )2x(-1x

-2
0
0

-1

-2
0
1
2

و برای رسم نمودار قسمت پ، عرض نقاط را دو برابر کرده و سه واحد از آنها کم می کنیم و به طول نقاط 
نیز یک واحد می افزاییم، در واقع نمودار f یک واحد به طرف راست نیز انتقال داده می شود.

 2f  )x -1(-3x

-7
1
1

-3

-3
1
3
5

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

-3

-4

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4

-3

-4

x

y

-5

-6

-7

( )x f x

− −4 2
0 2
2 2
4 0


