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نگاهی کلی به فصل

در این فصل در ادامهٔ بحث حد تابع، ضمن یادآوری و تأکید بر نکات قبلی، به دو مفهوم حد بی نهایت 
و حد در بی نهایت پرداخته می شود. ابتدا، پیش نیازهای لازم از جمله یافتن باقیمانده تقسیم چند جمله ای 
بر دو جمله ای درجه اول، انواع همسایگی ها و همچنین قضیه های مربوطه یادآوری و مورد بررسی قرار 
می گیرد. قابل ذکر است که برخی ابزارهای لازم برای درک مفهوم حد در چارچوب اهداف کتاب حاضر 

را دانش آموزان در پایهٔ قبل آموخته اند و در اینجا سایر پیش نیازها آمده است.
در مورد حد بی نهایت و حد در بی نهایت، ورود به بحث با استفاده از جدول نمایش تابع و همچنین به 
کمک نمودار تابع است تا بازنمایی عددی و هندسی دانش آموزان در مورد این مفاهیم تقویت گردد. بعد از 
آن قضیه های مربوطه ارائه شده است تا آنها بتوانند با استفاده از ضابطهٔ جبری تابع نیز در مورد حد آن تابع 

اظهارنظر کنند و بازنمایی جبری خود را در این مورد تقویت نمایند.
طبق روال کلی کتاب، ابتدا دانش آموزان از طریق انجام یک فعالیت، با مفهوم مورد نظر آشنا می شوند. 
پس از آن، برای تثبیت آن مفهوم و همچنین تعمیق یادگیری، لازم است بخش کار درکلاس را با نظارت 
معلم خود انجام دهند. در پایان با انجام تمرین های آخر هر درس در منزل، تسلط لازم را بر مفاهیم مربوطه 

کسب خواهند کرد.
در بخش های مختلف این فصل، سعی شده است که علاوه بر سؤال های بسته پاسخ، از مسائل باز پاسخ 
نیز استفاده شود. استفاده از این گونه مسائل، در جریان تدریس و همچنین در سؤالات ارزشیابی مورد 

تأکید است.
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نقشه مفهومی فصل سوم
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نمونه  سؤالات ارزشیابی

1 حدود زیر را بیابید:
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٢ آیا تابع زیر در نقطه x  =-1 دارای حد است؟ چرا؟
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٣ به ازای چه مقدار برای a تابع زیر در x  =-2 دارای حد است؟
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lim آنگاه مقدار m و n را بیابید.
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٦ هر یک از حدود زیر را محاسبه کنید:
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٧ نمودار هر یک از تابع های زیر را رسم کنید و سپس حدود خواسته شده را بیابید.
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٨ با توجه به نمودار توابع داده شده حدود خواسته شده را بیابید.
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اهداف درس

 یادآوری مختصر از مفهوم حد تابع و مفاهیم پیش نیاز
 یافتن حد تابع در یک نقطه از روی نمودار هندسی آن

 آشنایی با قضیه های حد بی نهایت و کاربردهای آن

روش تدریس

نظر به ضرورت آشنایی دانش آموزان با شرط بخش پذیری چند جمله ای ها بر دو جمله ای درجه اول، ابتدا 
به این مفهوم پرداخته شده است. هدف از فعالیت صفحهٔ 50، ایجاد آمادگی در دانش آموزان برای استفاده 
از قضیهٔ انتهای صفحه در ارتباط با باقیماندهٔ تقسیم چند جمله ای ها بر دو جمله ای درجه اول است. هدف 
اصلی این قسمت، استفاده از نتیجهٔ قضیهٔ فوق در تجزیه چند جمله ای ها به حاصل ضرب عامل های اول، 
به هنگام محاسبهٔ حد تابع های کسری است. کاردرکلاس صفحه 51 نیز با هدف دست ورزی دانش آموزان 

پیرامون همین موضوع پیش بینی شده است.
حد  اما  شده اند؛  آشنا  یازدهم  کلاس  در  گویا  تابع های  حد  محاسبه  نحوهٔ  با  دانش آموزان  که  می دانیم 
کار  و   52 صفحه  مثال  بنابراین  است.  نشده  مطرح  آنجا  در  رادیکالی  عبارت های  شامل  کسری  تابع های 

درکلاس صفحهٔ 53 به این موضوع اختصاص یافته است.
حل برخی از قسمت های کار درکلاس صفحۀ 53:
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حل: در این مثال، مقدار صورت و مخرج کسر به ازای 

             حد بی نهایتدرس اول



48

مخرج کسر بر )2x  -1( بخش پذیرند. برای تجزیهٔ مخرج، بهتر است آن را بر )2x  -1( تقسیم کنیم.
در این صورت حد مورد نظر را به شکل زیر می توان نوشت:
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حد نامتناهی

قبل از ورود به بحث حدهای نامتناهی، تعاریف مربوط به همسایگی یک نقطه آمده است. در این قسمت 
از نمادگذاری های پیچیده اجتناب شده است و همچنین همسایگی متقارن مطرح نشده است؛ چون نیازی 
به آن وجود ندارد. فعالیت صفحه 54 برای ورود به بحث حد بی نهایت است. در این فعالیت مفهوم حد 
بی نهایت ابتدا با استفاده از جدول مقادیر تابع و سپس به کمک نمودار تابع تشریح شده است. بعد از آن در 
صفحهٔ 55، تعاریف مربوطه آورده شده است. به دلیل شباهت زیاد، از بین حدود یک طرفه ای که حاصل 
نمودارهای  این حال  با  آمده است.  تعریف 3  مورد تحت عنوان  تعریف یک  فقط  بی نهایت می شود،  آنها 

مناسبی مربوط به هر چهار حالت حدهای نامتناهی یک طرفه در پائین صفحه 55 پیش بینی شده است.
در پایان این درس و در صفحه 56 قضیه ای آمده است که دانش آموزان بتوانند به کمک نمایش جبری 
یک تابع نیز در مورد حد تابع در یک نقطه زمانی که برابر ∞  + یا ∞  - می شود، اظهارنظر کنند. همچنان که 
در پاورقی این صفحه آمده است، حالت های متناظر با ∞ ×0  و  ∞  -∞  جزو سرفصل های این کتاب نیستند 

و در انواع ارزشیابی ها نمی توان سؤالاتی از این نوع مطرح کرد. 
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برخی بدفهمی های رایج

  1
0

lim آن را به صورت 
+→x x0

1 1 گاهی مشاهده می شود که دانش آموزان در برخورد با حدهایی به شکل 

 = ∞1
0

می نویسند و تصور می کنند که این نحوهٔ نگارش، درست و معتبر است و حاصل آن را نیز به صورت 
نمایش می دهند.

برای این دسته از دانش آموزان لازم است شکل درست استفاده از قضیهٔ صفحه 56 توضیح داده شود 
، مخرج در واقع عددی مثبت و بسیار کوچک و نزدیک به صفر است. به عبارت دیگر چون  lim

+→x x0

1 که در 
صورت کسر عددی مثبت است و مخرج نیز با مقادیر مثبت به صفر میل می کند، لذا حد این تابع ∞ + خواهد 

بود که در واقع یک حالت عدم وجود حد است.
٢ در محاسبهٔ حد توابع مثلثاتی، مفهوم چپ و راست ممکن است برای بعضی از دانش آموزان کاملاً 
π را در 

2
، آنها ممکن است برای x مقادیری بزرگ تر از  lim sin

x

x
−π→

2

روشن نباشد. به عنوان مثال در مورد 
π متناظر است با مقادیر بزرگ تر 

2
نظر بگیرند و چنین استدلال کنند که با توجه به دایرهٔ مثلثاتی، سمت چپ 

عبارت  که  گردد  تشریح  دانش آموزانی  برای چنین  به درستی  این مطلب  دلیل لازم است  به همین   . π
2

از 
π اشاره دارد و منظور از چپ یا راست در این مسائل مربوط به زمانی است 

2
 به مقادیر کمتر از  

−π→
2

x

که اعداد را برروی محور اعداد حقیقی در نظر گرفته باشیم و نه بر روی دایره مثلثاتی.

حل تمرین های صفحه 57 کتاب درسی
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٢

lim) )الف	
→

−

x

x x
1
2

2 1)
( −x2 1)( )

= =
+x

1 12
2 42 1

	
	

lim) )ب	 lim
→ →

− − − −=
−x x

x x x x

x

3 2

25 5

4 4 5 5

25

)( )
(

+ +
−

x x

x

2 1

5 )( )
=

+x

31
105

	
	

) )پ	 )(lim
→−

− +
x

x x
4

1 4 )
( )(+ +x x2 1 4 )

−= 5
17

	

٣

lim) )الف lim
( )( )x x

x x x

x x x x→ →

− + − =  
− + −

2

1 1

2 1 1

1 2 1

)( )
(

x

x x

−
−

1

1)( )x x
= =

+ −
0

0
22 1

	

) )ب		 )( ) (lim lim
→ →

− + + −=
− −x x

x x x
x

2

3 3

9 2 1 3
4 1

)( )( )
(
+ + +

− −
x x

x

3 2 1

3 )
= = −

−
24

24
1

	

lim) )پ
→−

+
x

x
8

2 8 )( )
(

+ −
+
x x

x

3 2 34 2

8 )
= 24 	

٤

lim )الف
+→

= +∞
x x0

1 lim )ب  	
| |→

− = − ∞
x x0

1  )پ	  
 

lim
−→

= − ∞
−x x1

1
1

       

lim )ت	
( )→−

= + ∞
+x x 26

9

6
lim )ث  	

( )→

− = − ∞
−x x 43

1

3
lim )ج	  

( )→−

+ = − ∞
+x

x

x 21
2

4 1

2 1

lim )چ	
+→

− = − ∞
−x

x

x23

1 5

9
lim )ح  	

−→−

− = + ∞
−22

3

4x

x

x
lim )خ	  

cos+π→

= − ∞
x

x
2

1      

sinlim )د	 tan lim
cos−− ππ →→

= = + ∞
xx

x
x

x
22

sinlim )ذ  	 tan lim
cos++ ππ →→

= = − ∞

22
xx

x
x

x
  	     

] )و	 ]lim lim
x x

x
x x− −→ →

− −= = + ∞
− −3 3

3 1
2 3 		



51فصل سوم: حد بی نهایت و حد در بی نهایت

تمام قسمت های تمرین قبل، از قضیه صفحه 56 استفاده شده است. نکته  تذکر: در محاسبه 
کلیدی در این قضیه آن است که علامت صورت کسر عددی مثبت است یا منفی و همچنین مخرج 

کسر با مقادیر مثبت به صفر میل می کند یا با مقادیر منفی. 
lim به این معناست که اولاً f در یک همسایگی چپ از 2 تعریف  ( )

−→
= + ∞

x
f x

2
5 الف( عبارت  

شده است؛ ثانیاً می توان مقادیر f   (x) را از هر عدد مثبت دلخواه بزرگ تر کرد، مشروط بر آنکه x با 
مقادیر کوچک تر از 2 به قدر کافی به 2 نزدیک اختیار شود. 

f در یک همسایگی راست از 2 تعریف  lim به این معناست که اولاً  ( )
+→

= − ∞
x

f x
2

ب( عبارت 
 x را از هر عدد منفی دلخواهی کوچک تر کرد، مشروط بر آنکه f   (x)  شده است؛ ثانیاً می توان مقادیر

با مقادیر بزرگ تر از 2 به قدر کافی به 2 نزدیک اختیار شود.
پ( این سؤال در واقع یک سؤال باز پاسخ محسوب می شود و توابع مختلفی را می توان ارائه کرد 

که هر دو شرط )الف( و )ب( را دارا باشند از جمله تابع با نمودار زیر:
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اهداف درس

 بررسی حد تابع هایی مانند y   =f   (x) از روی نمودار آن یا جدول مقادیر تابع، زمانی که 
 x   →+∞ یا  x   → -∞

 تشخیص حد تابع در بی نهایت از روی نمودار آن
 آشنایی با قضیه های حد در بی نهایت و کاربردهای آن

             حد در بی نهایتدرس دوم

روش تدریس

 y   =f   (x) درس قبل در مورد حدهای نامتناهی بود. دانش آموزان ملاحظه کردند که در مورد تابعی مانند
∞- میل می کرد.آنها در این درس یاد  یا   +∞ به   y نزدیک می شد، مقادیر a x به سمت عددی مثل  وقتی 

می گیرند که وقتی x به سمت ∞+ یا ∞- میل می کند، حد تابع را در صورت وجود به دست آورند.
فعالیت آغازین درس در صفحه 58 به یک مثال گسسته پرداخته است. انتخاب این مثال به دلیل شهودی 
بودن آن و همچنین سادگی فهم آن برای دانش آموزان است و به هیچ وجه پرداختن به موضوعی مانند حد 
y= که نمودار آن را دانش آموزان در سال گذشته 

x
1 دنباله مد نظر نیست. پس از آن با یک مثال آشنا یعنی 

آموخته اند، وارد بحث حد در بی نهایت برای تابع شده ایم. در اینجا هم بحث با نمودار تابع و جدول مقادیر 
به  مربوط  تعریف  از  بعد   59 در صفحه  آمده اند.  بعد  در صفحه  نظر  مورد  تعاریف  است.  آن شروع شده 
lim بعضی  جاهای خالی در  ( )

→− ∞
=

x
f x L lim که به شکل کامل بیان شده، در مورد تعریف  ( )

→+ ∞
=

x
f x L

نظر گرفته شده که دانش آموزان با تکمیل آنها تعریف را کامل می کنند تا به تفکر و دقت بیشتری وا داشته 
شوند. پس از آن در صفحه بعد با ارائه دو قضیه، در واقع ابزار لازم در اختیار دانش آموزان قرار می گیرد 

تا از روی ضابطهٔ جبری تابع بتوانند حد آن را در بی نهایت در صورت وجود محاسبه کنند.
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آخرین مبحث این درس از فصل سوم کتاب، عبارت است از حد نامتناهی در بی نهایت که از صفحه 61 
آغاز می شود. در اینجا نیز با یک مثال آشنا یعنی تابع y  =  x3 که دانش آموزان در فصل اول با نمودار آن آشنا 
شده اند وارد بحث شده ایم. روند کار مشابه قبل است؛ یعنی شروع با جدول مقادیر تابع و نمودار آن، بیان 
تعاریف مربوطه و در نهایت ارائه قضیه هایی که دانش آموزان بتوانند از روی ضابطهٔ جبری تابع نیز در مورد 

حد آن در بی نهایت اظهارنظر کنند.
در مورد تدریس این درس نیز توصیه می شود که از ارائه یک سویه مطالب و قاعده گویی اجتناب شود 
و تا حد ممکن وفاداری به رویکردهای کتاب درسی حفظ شود. همچنان که قبلاً گفته شد، کتاب درسی 
در واقع می تواند بخشی از دفتر ریاضی دانش آموز هم باشد، به ویژه در بخش های کار درکلاس علاوه بر 
مثال های متنوعی که آمده است، جای کافی نیز برای حل دانش آموزان پیش بینی گردیده که با نظارت معلم 
خود، سؤال ها را در کتاب خود حل کنند. این مطلب علاوه بر فوایدی که در زمینه درک بهتر مفاهیم و 

روش ها توسط دانش آموزان دارد، موجب صرفه جویی در وقت هم خواهد شد.
در این فصل استفاده از نرم افزارهای ریاضیات پویا مانند جئوجبرا در جریان تدریس می تواند بازنمایی های 
گرافیکی، عددی و جبری در مورد حد تابع را در دانش آموزان تقویت کند و باعث شود که آنها دید جامع تری 

در این زمینه کسب نمایند.

حل تمرین های صفحه 63

) )الف ) =f x
x
1 	 1

lim ( )
→− ∞

=
x

f x 0 	
lim ( )
→+ ∞

=
x

f x 0
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→

→
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)ب ( )
          >

= −        <

x
g x

x

1 0

1 0  
	

lim ( )
→− ∞

= −1
x

g x
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→+ ∞
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g x
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→− ∞ →+ ∞

=     =
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= + ∞      =
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lim )چ lim
x x

x
x

x→− ∞ →− ∞
= = − ∞
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2 lim )ح 	  lim ( )

→+ ∞ →+ ∞
= − = − ∞
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+ = = = + ∞
x x x

x x
x

2 1 2 1
4 4 2 	 5

lim ( )
→+ ∞

= −
x

f x 1 الف(	
اولاً تابع f در بازه ای مثل )∞ + , a( تعریف شده است و ثانیاً f   (x) می تواند به هر اندازهٔ دلخواه به 

عدد 1- نزدیک شود به شرط آنکه x به قدر کافی بزرگ اختیار شود.
lim ( )
→− ∞

=
x

f x 2 	
اولاً تابع f در بازه ای مثل )b,∞ -( تعریف شده است و ثانیاً f   (x) می تواند به هر مقدار دلخواه به 

عدد 2 نزدیک شود به شرط آنکه x به قدر کافی کوچک اختیار شود.
ب( بی  شمار تابع با این شرایط می توان رسم کرد؛ برای نمونه نمودار زیر:
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